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Kapitel 0Mathematische GrundlagenDiese Arbeit besch�aftigt sich mit Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen.In einem einf�uhrenden Kapitel werden grundlegende Begri�e, wie konvexe H�ulleund a�ne H�ulle de�niert. Anschlie�end wird darauf eingegangen, welche Ope-rationen mit Mengen durchgef�uhrt werden k�onnen. Danach wird dargelegt,da� die Bestimmung von konvexen H�ullen bei einem direkten Ansatz zur Ap-proximation von mengenwertigen Integralen von entscheidender Bedeutung ist.Die Bestimmung der konvexen H�ulle einer endlichen Anzahl von Punkten mitHilfe geeigneter Programme �ndet zahlreiche weitere Anwendungen, etwa beider Mustererkennung [1] oder der Bildverarbeitung [15]. Auf diese beiden An-wendungen wird in dieser Arbeit jedoch nicht n�aher eingegangen.Nach dieser Einf�uhrung werden Algorithmen zur Bestimmung der konvexenH�ulle einer endlichen Anzahl von Punkten aus der Ebene ausf�uhrlich behan-delt. Dabei werden Ans�atze vorgestellt, hinter denen zwar eine \einfache" Ideesteckt, die jedoch eine recht lange Laufzeit besitzen. Nachdem eine Aussage�uber die optimale Laufzeit eines Algorithmus zur L�osung des Problems in derEbene bewiesen worden ist, werden Algorithmen beschrieben, die dieses Lauf-zeitverhalten besitzen. Dar�uber hinaus wird ein Algorithmus erl�autert, der diekonvexe H�ulle einer endlichen Punktemenge online bestimmt, sowie ein Ansatzbei dem diese H�ulle lediglich approximiert wird.Anschlie�end wird auf die Implementierung eines Algorithmus eingegangen, deraufgrund seines optimalen Laufzeitverhaltens realisiert wurde. Dieser Algo-rithmus wird im folgenden getestet, indem mit Hilfe eines direkten Ansatzesmengenwertige Integrale im Aumannschen Sinne approximiert werden. Einwichtiges Resultat der numerischen Ergebnisse ist, da� wir bei einer gro�enKlasse von Aumannintegralen einen Zusammenhang zwischen dem gew�ahltenDiskretisierungsparameter und der Anzahl der Eckpunkte der approximieren-den Menge beobachten k�onnen. Dieser Zusammenhang wird von mir theoretischbegr�undet. Da es dieses Resultat erm�oglicht, eine obere Schranke f�ur die Anzahl1



Kapitel 0. Mathematische Grundlagen 2der Eckpunkte einer approximierenden Menge anzugeben, ist es m�oglich gewor-den das Laufzeitverhalten der benutzten direkten Methoden zur Approximationvon mengenwertigen Integralen abzusch�atzen.Um das Gebiet der Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen abzurunden,werden im letzten Kapitel Methoden vorgestellt, die die konvexe H�ulle einerendlichen Punktemenge aus dem Rn ermitteln k�onnen.Das Konzept, das der De�nition der konvexen H�ulle einer Menge von Punktenzugrundeliegt, ist leicht zu verstehen:0.1 Grundlegende De�nitionenDe�nition 0.1.1:Sei M eine Teilmenge des Rn .M ist konvex, falls f�ur alle x 2 M und f�ur alle y 2 M sowie f�ur alle c 2]0; 1[gilt: (1� c) � x+ c � y 2MDer Durchschnitt aller konvexen Mengen, die eine Teilmenge S des Rn enthal-ten, wird als konvexe H�ulle co(S) bezeichnet. Also istco(S) = \B\S=SfB : Bkonvexg: 3Auf �ahnliche Weise de�nieren wir die a�nen Mengen bzw. die a�nen H�ullen:De�nition 0.1.2:Sei M eine Teilmenge des Rn.M ist a�n, falls f�ur alle x 2M , f�ur alle y 2M und f�ur alle c 2 Rn gilt:(1� c) � x+ c � y 2MAnalog zu oben wird der Durchschnitt aller a�nen Mengen, die eine TeilmengeS des Rn enthalten, als a�ne H�ulle bezeichnet. Damit istaff(S) = \B\S=SfB : Baffing: 3Beispiel 0.1.3: Gegeben sei eine Menge S = fx; yg mit x; y 2 R2(x 6= y).Dann ergibt sich als konvexe H�ulle von S die Verbindungsgerade zwischen denbeiden Punkten x und y .Die Gerade, die durch beide Punkte verl�auft, stellt die a�ne H�ulle der MengeS dar. 3



Kapitel 0. Mathematische Grundlagen 3Damit wir noch eine bessere Vorstellung von konvexen H�ullen erhalten, ben�oti-gen wir eine weitere De�nition:De�nition 0.1.4:Eine polyedrische Menge ist der Durchschnitt einer endlichen Anzahl von Halb-r�aumen. 3Nach ([11], S. 43-47) gilt nun folgender Zusammenhang zwischen konvexenH�ullen und polyedrischen Mengen:Satz 0.1.5: Die konvexe H�ulle einer endlichen Anzahl von Punkten ist einebeschr�ankte polyedrische Menge. Die Umkehrung gilt ebenso. 30.2 Mengenoperationen in linearen R�aumenF�ur die Anwendung ist es sinnvoll auf Mengen Operationen zu de�nieren, da wirmit Mengen - wenn m�oglich - genauso wie mit reellen Zahlen rechnen m�ochten.De�nition 0.2.1:Sei X ein linearer Raum �uber R (i.a. auch �uber C m�oglich!).Die Addition zweier Mengen A;B � X wird wie folgt de�niert:A+ B := fx 2 Xj9a 2 A; 9b 2 B : a+ b = xg:Die skalare Multiplikation ist gegeben durch:� �A := fx 2 Xj9a 2 A : � � a = xg:Die Multiplikation einer Matrix M mit einer Menge wird de�niert durch:M �A := fM � aja 2 AgM 2 Rm�n; A � Rn: 30.3 Mengenwertige IntegraleEs stellt sich nun die Frage, wo solche Mengenoperationen benutzt werdenk�onnen. Einer Anwendung liegt die folgende �Uberlegung zu Grunde: Bei Inte-gralen im Riemannschen Sinne verwenden wir Quadraturformeln (in der RegelNewton-Cotes-Formeln), um uns eine numerische N�aherungsl�osung zu beschaf-fen. Es liegt nun nahe, bei Betrachtung von mengenwertigen Integralen aufanaloge Weise eine N�aherungsl�osung zu bestimmen. Bevor wir darauf eingehenk�onnen, erweitern wir den Integralbegri�:



Kapitel 0. Mathematische Grundlagen 4De�nition 0.3.1:Seien a; b 2 R. Sei I = [a; b] ein Intervall.Sei F : I ! }(Rn) eine mengenwertige Abbildung. So bezeichnet manZI F (t)dt := fZI f(t)dtjf(t) 2 F (t); 8t 2 I; f(�) 2 L1(I)ngals Aumann-Integral von F (�). 3Aumannintegrale m�ussen bei optimalen Steuerungsproblemen berechnet wer-den, wie beim Mayerschen Kontrollproblem :minx1(b)unter den Nebenbedingungen:x(�) 2 AC(I)nx0(t) 2 A(t) � x(t) + B(t) � U 80t 2 I := [a; b]x(a) 2 Y0 9=; (P1)wobei A(�) eine integrierbare n�n-Matrixfunktion,B(�) eine integrierbare n�m Matrixfunktion,U � Rm eine nichtleere, kompakte Steuerungsmenge undY0 � Rn eine kompakte, konvexe, nichtleere Anfangsmenge ist.Um das Problem l�osen zu k�onnen, mu� man zun�achst die sogenannte erreichbareMenge bestimmen.De�nition 0.3.2:Die Menge<(a; b; y0) := fx 2 Rnj9L�osung x(�) f �ur (P1)mit x(a) = y0;x(b) = xgbezeichnet die erreichbare Menge f�ur den Startzeitpunkt a , den Startwert y0zum Endzeitpunkt b . 3Die erreichbare Menge obigen Problems l�a�t sich durch ein mengenwertiges In-tegral berechnen. Es gilt (vgl. [2]):<(a; b; y0) = �(b; a) � Y0 + bZa �(b; � ) �B(� ) � Ud�Dabei bezeichnet �(t; � ) das Fundamentalsystem der homogenen Ausgangsglei-chung mit �(�; � ) = En .Also gilt: ddt�(t; � ) = A(t) � �(t; � );�(�; � ) = En .



Kapitel 0. Mathematische Grundlagen 5Kennt man die erreichbare Menge <(a; b; Y0), so kann man mit gew�ohnlichenOptimierungsalgorithmen eine L�osung des Minimierungsproblems erhalten.Es stellt sich uns nun die Frage, wie wir das IntegralbZa �(b; � ) �B(� ) � Ud� =: bZa F (� )d�n�aherungsweise berechnen k�onnen. Bei gew�ohnlichen Integralen bRa f(t)dt wen-det man z. B. Newton-Cotes-Formeln wiederholt an, d.h. die Formeln werdennicht auf das gesamte Intervall [a; b] angewandt, sondern auf kleinere �aqui-distante Intervalle, und anschlie�end werden die N�aherungswerte f�ur die Teil-intervalle addiert (siehe [18], S. 114-118).Beispiele f�ur iterierte Anwendung von Newton-Cotes-Formeln sind der nachfol-genden Tabelle zu entnehmen:Regel SummenformelTreppenregel h � [f(a) + f(a + h) + : : :+ f(b � h)]Trapezregel h � [ f(a)2 + f(a + h) + : : :+ f(b)2 ]Simpsonregel h3 [f(a) + 4f(a + h) + 2f(a + 2h) + : : :+ 4f(b � h) + f(b)Dieses Vorgehen k�onnen wir auf den mengenwertigen Fall �ubertragen. Als An-satz ergibt sich hierf�ur:bZa F (� )d� � h2  F (a) + 2N�1Xi=1 F (ti) + F (b)! (ti = a+i�h; i = 1; : : : ; N ) (0.1)als Trapezregel f�ur den mengenwertigen Fall, bzw.bZa F (� )d� � h3 0@F (a) + 4 N2Xi=1 F (t2i�1) + 2 N�22Xi=1 F (t2i) + F (b)1A (0.2)als Simpsonregel f�ur den mengenwertigen Fall. Bei letzterer mu� der Diskreti-sierungsparameter N geradzahlig sein. Die bei der Approximation auftretendenFehler sollen an dieser Stelle nicht ber�ucksichtigt werden.Betrachten wir den Fall, da� die mengenwertige Abbildung F (�) lauter nicht-leere, konvexe und kompakte Bilder besitzt, so gilt zun�achst:bZa F (t)dt = bZa co (F (t)) dt =: bZa ~F (t)dt



Kapitel 0. Mathematische Grundlagen 6Durch Anwendung von (0.1) ergibt sich:bZa F (t)dt � h2  ~F (a) + 2N�1Xi=1 ~F (ti) + ~F (b)!= h2  co (F (a)) + 2N�1Xi=1 co (F (ti)) + co (F (b))! (0.3)und analog mit (0.2)bZa F (t)dt � h3 0@co(F (a)) + 4 N2Xi=1 co(F (t2i�1))+2 N�22Xi=1 co(F (t2i)) + co(F (b))1A (0.4)Somit k�onnen wir Aumannintegrale approximieren, indem wir eine Menge vonskalierten konvexen Mengen addieren.Verf�ugen wir �uber Algorithmen, die die konvexe H�ulle einer endlichen Punkt-menge ermitteln k�onnen, so m�ussen wir lediglich noch geeignete Funktionenimplementieren, mit deren Hilfe wir Mengen addieren bzw. skalieren k�onnen.Algorithmen, welche die konvexe H�ulle einer endlichen Zahl von Punkten ermit-teln, stehen im Mittelpunkt weiterer Betrachtungen.



Kapitel 1Algorithmen zur Bestimmung konvexerH�ullen in der EbeneZur L�osung numerischer Probleme oder ganz allgemein bei Problemen aus derInformatik, gibt es in der Regel mehrere Algorithmen, mit denen wir ein gege-benes Problem l�osen k�onnen. Die Algorithmen m�ochten wir miteinander ver-gleichen. Als m�ogliche Vergleichskriterien bieten sich uns an:1. Ben�otigter Speicherplatz eines Programmes sowie dessen gesamte Spei-cherplatzanforderung.2. Die Genauigkeit der gefundenen L�osung in Bezug auf eine exakte L�osung.3. Die Konvergenzgeschwindigkeit / Konvergenzordnung.4. Die ben�otigte Laufzeit.(1) spielt in einer Zeit, da wir mit GigaByte-Festplatten arbeiten, wohl eher eineuntergeordnete Rolle. Die Kriterien (2) und (3) werden wir bei der Anwendungvon Algorithmen, die die konvexe H�ulle einer endlichen Punktmenge bestimmen,in der Numerik genauer betrachten. Die im folgenden vorgestellten Algorithmenwerden wir hinsichtlich ihrer Laufzeit miteinander vergleichen. Dazu ben�otigenwir:De�nition 1.0.1:Sei t die Laufzeit eines Algorithmus und f : N ! R eine reelle Funktion. Sobedeutet ein Ausdruck der Form O (f(~n)) (~n 2 N), da� es eine Zahl M > 0und ein n0 2 N mit t � M jf(n)j f�ur alle n � n0 gibt. Ein Ausdruck der Form
 (f(~n)) (~n 2 N) bedeutet, da� es eine Zahl c > 0 und ein n0 2 N gibt, so da�t � cjf(n)j f�ur alle n � n0 . 37



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 8Bemerkung: 
 (f(N )) ist eine untere Schranke f�ur die Laufzeit eines Pro-gramms. 3In der Ebene, also im zweidimensionalen Raum, stellt sich uns folgendes Pro-blem:Gegeben sei eine Menge M = fp1; : : : ; pNg (pi 2 R2; i = 1; : : : ; N ; N 2 N)endlich vieler Punkte aus der Ebene.Gesucht sind alle die Punkte fpi0 ; : : : ; pijg � M (j 2 f0; : : : ; N � 1g), welcheEckpunkte der zugeh�origen konvexen H�ulle co(M ) sind.De�nition 1.0.2:Sei M eine Menge endlich vieler Punkte.Dann bezeichnen wir mit EP (M ) alle Punkte von M , die genau die Eckpunkteder zugeh�origen konvexen H�ulle darstellen.Mit SEP (M ) benennen wir die sortierte EP (M ) Menge, d.h. die Punkte ausEP (M ) sind so angeordnet, da� das Polytop, das die konvexe H�ulle darstellt,durch Verbinden aufeinanderfolgender Punkte gezeichnet werden kann. 3Beispiel 1.0.3: Gegeben seien die Punktep1 = (1; 0); p2 = (0; 1); p3 = (0; 0); p4 = (0:5; 0:5) undp5 = (1; 1):In diesem Fall erhalten wir:EP (fp1; p2; p3; p4; p5g) = fp1; p2; p3; p5gSEP (fp1; p2; p3; p4; p5g) = fp2; p3; p1; p5g 31.1 Zwei einfache Ans�atzeM�ochten wir die Menge SEP (M ) bestimmen, so gibt es hierf�ur zwei m�oglicheKonzepte. Bei dem einen �uberlegen wir uns Kriterien daf�ur, wann ein Punktp 2M ein Eckpunkt der konvexen H�ulle ist. Methoden, denen solche Entschei-dungsmerkmale zugrunde liegen, bezeichnen wir als direkte Methoden (DM).Im Gegensatz dazu gibt es die indirekten Methoden (IM). Bei diesen suchen wirnach Kriterien, wann ein Punkt p 2M nicht zu SEP (M ) geh�ort. Ein solchesKriterium ist das folgende:Kriterium 1(K1):Finden wir drei Punkte p1; p2; p3 2M , die ein Dreieck 4 p1 p2 p3 derartfestlegt, da� ein Punkt p 2 M im Inneren dieses Dreiecks liegt, so istp 2M kein Eckpunkt der konvexen H�ulle co(M ).



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 9Ein Algorithmus (A1), der die Menge SEP (M ) mit Hilfe von (K1) ohne Ber�uck-sichtigung von Spezialf�allen (z.B. jM j < 3) bestimmt, sieht folgenderma�en aus:
PPPPPPPPPPPPPP!!!!!!!!!!!markiere p als inneren Punktja neinerf�ullen p1; p2; p3 und p (K1)?Durchlaufe alle Punkte aus M n fp1; p2; p3g mit pDurchlaufe alle Punkte aus M n fp1; p2g mit p3 (3)Durchlaufe alle Punkte aus M n fp1g mit p2 (2)Durchlaufe alle Punkte aus M mit p1 (1)

Sortiere die nicht markierten PunkteAbbildung 1.1: Struktogramm f�ur (A1)F�ur das Laufzeitverhalten von (A1) gilt der Satz:Satz 1.1.1: Verwendet man den Algorithmus A1 zur Bestimmung der MengeSEP(M), so ben�otigt man einen Zeitaufwand von O(N4) .Beweis. Im Algorithmus A1 m�ussen vier ineinandergeschachtelte Schleifendurchlaufen werden, wof�ur jeweils ein Aufwand von O(N ) anf�allt. Zur Abar-beitung aller Schleifen ben�otigen wir folglich einen Aufwand von O(N4). DasKriterium (K1) kann man, unabh�angig von N , in konstanter Zeit l�osen (z. B.durch die Bestimmung der Vorzeichen von drei Determinanten, siehe 2.2.1).Zum Sortieren der Punkte braucht man O(N logN ) Zeit. Insgesamt bleibtsomit ein Aufwand von O(N4). 2



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 10
""""""""""""""""""������������uuup s tu uPPP PP u%% ��� ���uuq 6konvexe H�ulleAbbildung 1.2: Veranschaulichung von 1.1.2Um die konvexe H�ulle einer endlichen Punktemenge direkt bestimmen zu k�onnen,ben�otigen wir Kriterien, die eine Aussage dar�uber liefern, wann ein beliebigerPunkt aus einer Punktmenge einen Eckpunkt der konvexen H�ulle darstellt. Einsolches resultiert aus:Satz 1.1.2: Die Verbindungsgerade l , die durch zwei Punkte p1; p2 einerPunktmenge de�niert wird, ist eine Kante der konvexen H�ulle, genau dannwenn alle �ubrigen Punkte auf l oder nur auf einer Seite der Geraden liegen([19], Theorem 2.4.7).Den Inhalt des Satzes veranschaulicht uns Abbildung 1.2. In dieser ist dieStrecke pq eine Kante der konvexen H�ulle, w�ahrend die Strecke st keine ist.Wir erhalten als Entscheidungskriterium:Kriterium 2(K2):Ein Punkt p aus einer endlichen Punktmenge M ist genau dann einEckpunkt der konvexen H�ulle, falls es einen weiteren Punkt q 2M gibt,so da� p und q die Voraussetzungen aus 1.1.2 erf�ullen.Ein Algorithmus (A2) der mittels (K2) die Menge SEP (M ) ermittelt, siehtunter Vernachl�assigung von Spezialf�allen wie folgt aus:



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 11Durchlaufe alle Punkte aus M n fp1; p2g mit p3 (3)Durchlaufe alle Punkte aus M n fp1g mit p2 (2)Durchlaufe alle Punkte aus M mit p1 (1)
Sortiere die markierten PunkteAlle Punkte p3 liegen auf derselben Seite derGeraden durch p1 und p2HHHHHHHHHHHHHH��������������markiere p1 als Eckpunktja neinDer Zeitaufwand ist von den drei ineinandergeschachtelten Schleifen (1), (2) und(3) abh�angig. Es gilt demzufolge der Satz:Satz 1.1.3: Der Algorithmus (A2) ben�otigt zur Bestimmung von SEP (M )einen Aufwand von O(N3) . 3A2 l�ost unser Problem schneller als A1. Uns stellt sich somit die Frage, ob wirf�ur die Laufzeit eines Algorithmus, der die Menge SEP (M ) erzeugt, eine untereSchranke - also 
(N )- angeben k�onnen. Diese gibt der n�achste Satz an:Satz 1.1.4: Zur Bestimmung der Menge SEP (M ) ben�otigen wir in der Ebene
(N logN ) Zeit. 3Beweis. Die Grundlage des Beweises bildet folgendes Lemma:Lemma 1.1.5: Ben�otigen wir zum L�osen eines Problems A einen mittlerenZeitaufwand von T (N ) , und ist dieses Problem � (N )-transformierbar auf einProblem B , d.h. man braucht f�ur die Transformation der Eingabe f�ur das Pro-blem A auf eine geeignete Eingabe f�ur das Problem B sowie f�ur die Abbildungder Ausgabe des Problems B auf eine richtige L�osung des Problems A insgesamtO(� (N )) Zeit, so ben�otigen wir zum L�osen des Problems B einen Zeitaufwandvon mindestens T (N )� O(� (N )) . 3Beweis. Hierzu f�uhren wir einen Widerspruchsbeweis. Angenommen es g�abeeine kleinere untere Schranke f�ur den Aufwand zur L�osung des Problems B . In



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 12diesem Fall k�onnten wir den mittleren Zeitaufwand zur L�osung des ProblemsA reduzieren, indem wir die Eingabe f�ur das Problem A auf eine Eingabe f�urdas Problem B transformieren. Anschlie�end l�osen wir dieses und machen dieTransformation r�uckg�angig. Damit w�are der mittlere Zeitaufwand verkleinertworden. Dies ist ein Widerspruch. 2Betrachte nun die Probleme:B :=f Gegeben sei eine Menge M � R2 mit jM j = N . Bestimme SEP (M ). gA :=f Gegeben seien N reelle Zahlen. Gesucht ist eine Sortierung der Zahlen. gZur L�osung des Sortierproblems A ben�otigen wir einen mittleren Aufwand vonT (N ) = O(N logN ) [10]. Diesen Aufwand besitzen nach [10] der Quick-, Heap-und der Mischsortieralgorithmus.Wir zeigen nun, da� das Problem A N -transformierbar auf B ist. Betrachtedazu die Transformation: T1 : R! R2; x 7! (x; x2)Zur Transformierung von N reellen Zahlen mit T1 ist ein Aufwand von O(N )erforderlich, da jede Zahl genau einmal zwecks der Abbildung durchlaufen wer-den mu�. Zur R�ucktransformation benutzen wirT2 : R2! R; (x; y) 7! xwof�ur ein Aufwand von O(N ) anf�allt. Das Problem A kann nun wie folgt gel�ostwerden:1. Transformiere die in einem Feld gespeicherten Zahlen mit T1 .2. Bestimme SEP (M ) und speichere die Punkte in einer verketteten Liste.3. Transformiere SEP (M ) verm�oge T2 in ein Array.Damitwir auf diese Weise sortieren k�onnen, mu� der Algorithmus, der SEP (M )bestimmt, so ausgelegt sein, da� der am weitesten au�en links stehende Punktals erster in der Menge hinterlegt wird. Ist dies nicht der Fall, so mu� vor derTransformation (3) der am weitesten au�en links stehende Punkt ~p in der ein-fach verketteten Liste ermittelt werden. Hierf�ur f�allt ein Aufwand von O(N ) an.Anschlie�end werden die Punkte beginnend bei diesem Punkt ~p transformiert.Ist das Ende der Liste erreicht, so f�ahrt man mit dem ersten Listenelementfort, bis wieder ~p erreicht ist. Nachdem (1) durchgef�uhrt worden ist, liegen allePunkte in der Ebene auf einer Parabel. Somit ist jeder Punkt ein Eckpunkt undist in SEP (M ) enthalten. Es geht folglich kein Punkt bei der Transformationverloren. 2



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 131.2 Der Algorithmus von GRAHAMUnser angestrebtes Ziel ist es nun einen Algorithmus zu entwickeln, der dieMenge SEP (M ) mit einem Aufwand von O(N logN ) bestimmt.Bei der Entwicklung eines Solchen ist von entscheidender Bedeutung, da� wirin einem ersten Schritt die Punkte aus der Menge M sortieren und erst ineinem Zweiten mit Hilfe eines neuen Kriteriums innere Punkte eliminieren. Beiden Algorithmen A1 und A2 haben wir zun�achst innere Punkte bestimmt, undhaben erst sp�ater die verbleibende Menge von Eckpunkten sortiert.Um die Punktmenge zu sortieren, gehen wir folgenderma�en vor. Zun�achst wirdein innerer Punkt ermittelt. Hierzu k�onnen wir Kriterium (K1) verwenden. Bei-spielsweise bestimmen wir drei Punkte p1; p2; p3 2M , die ein Dreieck festlegen.Der Schwerpunkt S des Dreiecks ist nach (K1) ein innerer Punkt. Nun wer-den alle Punkte aus M so transformiert, da� der Punkt S den Ursprung desneuen Koordinatensystems bildet. Die Punkte p1; : : : ; pN werden anschlie�endaufsteigend nach dem Winkel sortiert, den die positive x-Achse des neuen Ko-ordinatensystems mit der Strecke 0pi einschlie�t. Falls f�ur mehrere Punktepi1 ; : : : ; pik (k � N ; fi1; : : : ; ikg � f1; : : : ; Ng) die gleichen Winkel errechnetwerden, so sortieren wir diese aufsteigend nach ihrer Entfernung zum Ursprung.Auf diese Weise erhalten wir die sortierte Punktemenge ~M .Beispiel 1.2.1: Gegeben seien die Punktep1 = (�1;�1); p2 = (�1; 3); p3 = (0; 0); p4 = (1; 2) und p5 = (2; 0):p1; p4; p5 bestimmen ein Dreieck mit S = (1; 1). Nach der Transformationerhalten wir folgende Punkte:~p1 = (�2;�2); ~p2 = (�2; 2); ~p3 = (�1;�1); ~p4 = (0; 1) und ~p5 = (1;�1):Bezeichnet man mit �1; : : : ; �5 die zugeh�origen wie oben angegebenen Winkel,so stehen die Winkel in folgender Beziehung:�4 < �2 < �1 = �3 < �5Da �1 = �3 m�ussen die Punkte ~p1 und ~p3 nach ihrer Entfernung zum Ur-sprung sortiert werden. Da ~p3 n�aher an diesem liegt, mu� der Punkt ~p3 bei derSortierung vor ~p1 liegen. Als sortierte Punktmenge ~M ergibt sich somit:~M = f~p4; ~p2; ~p3; ~p1; ~p5g 3



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 14
p1; p2; p3 sind rechtsorientiert p1; p2; p3 sind linksorientiert        ��������� ttt ������������������tt tp1 p2p3 p1p2 p36- 6-

Abbildung 1.3: Veranschaulichung von linksorientiert und rechtorientiertNachdem die Punkte auf diese Weise sortiert und transformiert worden sind,�uberlegen wir uns ein neues Kriterium daf�ur, wann ein Punkt p 2M ein innererPunkt ist. Dazu de�nieren wir:De�nition 1.2.2:Gegeben seien p1; p2; p3 2 M � R2. Falls der gegen den Uhrzeigersinn ori-entierte Winkel zwischen den Vektoren p2 � p1 und p3 � p2 gr�o�er als � ist,so sind die Punkte p1; p2 und p3 rechtsorientiert. Ansonsten sind die Punktelinksorientiert angeordnet. 3Diese De�nition veranschaulicht uns Abbildung 1.3.Bemerkung: W�urde ein Fu�g�anger von einem Punkt p1 zu einem Punktp3 laufen und dabei zwischenzeitlich den Punkt p2 passieren, so m�u�te derFu�g�anger, falls die Punkte p1; p2 und p3 rechtsorientiert liegen, am Ort p2nach rechts abbiegen, w�ahrend er sich in der anderen Situation nach links ori-entieren m�u�te. 3Es bietet sich nun folgendes Entscheidungskriterium an:Kriterium 3(K3):Betrachten wir drei aufeinanderfolgende Punkte pi; pi+1; pi+2 aus ~M , soist pi+1 kein Eckpunkt, wenn die Punkte pi; pi+1; pi+2 rechtsorientiertsind.



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 15In diesem Fall liegt pi+1 im Inneren des Dreiecks 4pi0pi+2 . Nach KriteriumK1 ist pi+1 ein innerer Punkt. F�ur diese Argumentation ist zu beachten, da�der Ursprung ein innerer Punkt von co( ~M ) ist.Wir k�onnen die Menge SEP (M ) bestimmen, indem wir die Menge SEP ( ~M )errechnen, und anschlie�end die Transformation r�uckg�angig machen.Um alle inneren Punkte ermitteln zu k�onnen, gehen wir folgenderma�en vor:Wir betrachten drei aufeinanderfolgende Punkte pi; pi+1; pi+2 aus ~M , die nochnicht als innere Punkte erkannt wurden, und �uberpr�ufen, ob sie rechtsorientiertliegen. Ist dies der Fall, so ist pi+1 ein innerer Punkt. Wir markieren pi+1 alsinneren Punkt, und eliminieren ihn somit aus der Liste der zu untersuchendenPunkte. Als n�achstes betrachten wir die Punkte pi�1; pi; pi+2 . Andernfallsuntersuchen wir die Punkte pi+1; pi+2; pi+3 . Nachdem alle denkbaren Tripelvon aufeinanderfolgenden Punkten untersucht worden sind, bleibt die MengeSEP ( ~M ) �ubrig. Zusammenfassend ergibt sich als Ablaufschema:1. Bestimme einen inneren Punkte ~p .2. F�uhre eine Transformation der gegebenen Punktemenge M auf ~M sodurch, da� ~p den Ursprung eines neuen Koordinatensystems festlegt.3. Sortiere die Punktmenge ~M aufsteigend nach dem Sortierkriterium \po-larer Winkel" und \Entfernung zum Ursprung".4. Bestimme mittels (K3) die inneren Punkte von ~M .5. Transformiere SEP ( ~M ) auf SEP (M ) durch Umkehrung der Transfor-mation aus. 2Bemerkung: Da bei diesem Ansatz, der von Graham vorgestellt wurde, diePunkte quasi gegen den Uhrzeigersinn abgetastet werden, bezeichnen wir diesenAlgorithmus als Grahamsche Abtastung. 3Wir interessieren uns f�ur die Laufzeit des Algorithmus von GRAHAM. Hier�ubergibt nachfolgender Satz Auskunft:Satz 1.2.3: Zur Bestimmung der Menge SEP (M ) mittels der GrahamschenAbtastung ben�otigen wir einen Aufwand von O(N logN ) , wobei N der Anzahlder Punkte in M entspricht. 3Beweis. Um den Gesamtaufwand absch�atzen zu k�onnen, m�ussen wir den Auf-wand ermitteln, der f�ur die Schritte (1)-(5) anf�allt. Der Gesamtaufwand ergibtsich als Summe der Aufw�ande f�ur die einzelnen Schritte.Zur Bestimmung von ~p in (1) m�ussen wir drei Punkte aus M �nden, die einDreieck festlegen. Da mit konstantem Zeitaufwand �uberpr�uft werden kann, ob



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 16drei Punkte ein Dreieck bestimmen, und im schlimmsten Fall alle Punkte be-trachten werden m�ussen, bis wir drei Punkte gefunden haben, die ein Dreieckfestlegen, ist f�ur diesen Schritt ein Zeitaufwand von O(N ) erforderlich.F�ur die Transformationsschritte (2) und (5) ist ebenfalls jeweils ein Aufwandvon O(N ) erforderlich, da jeder Punkt aus M transformiert werden mu�, undbei der Transformation eines Punktes lediglich Additions- bzw. Subtraktions-operationen durchgef�uhrt werden m�ussen.Aus der Informatik (vgl. [10]) wissen wir, da� zur L�osung des Sortierproblems(3) ein Aufwand von O(N logN ) zu veranschlagen ist.Bei Schritt (4) schl�agt ein Aufwand von O(N ) zu Buche, da bei der �Uberpr�ufungder Orientierung von drei Punkten ein konstanter Zeitaufwand anf�allt. Nach je-der �Uberpr�ufung m�ussen wir entweder die n�achsten drei aufeinanderfolgendenPunkte (i) betrachten oder einen Punkt eliminieren und Backtracking durch-f�uhren (ii). Da die Menge M aus N Punkten besteht, kann sowohl Fall (i) alsauch (ii) h�ochstens N -mal eintreten. Also mu� h�ochstens 2 �N -mal die Orien-tierung dreier Punkte gepr�uft werden. Somit ist der Aufwand f�ur die Abtastung(4) linear. Bezeichnet fi(N ) i = 1; : : : ; 5 die Aufwandfunktion f�ur den Schritt iin Abh�angigkeit von der Anzahl der Punkte N , so folgt f�ur den Gesamtaufwand:t � c1 � f1(N ) + c2 � f2(N ) + c3 � f3(N ) + c4 � f4(N ) + c5 � f5(N )� c1 �N + c2 �N + c3 �N � logN + c4 �N + c5 �N � c6 �N � logNAlso ben�otigen wir zur Bestimmung von SEP (M ) einen Aufwand vonO(N logN ). 2Vergleichen wir nun die Laufzeit der Grahamschen Abtastung mit der unterenSchranke 
(N ), die die zur L�osung unseres Problems ben�otigte Zeit absch�atzt,so ergibt sich, da� die Abtastung nach GRAHAM optimal ist. Somit bietet sichdieser Algorithmus nicht zuletzt auch wegen seiner einfachen Struktur f�ur eineImplementation an.Allerdings hat der Algorithmus auch einige Nachteile.1. Er besitzt keine rekursive Struktur, wodurch kein Einsatz auf Parallel-rechnern m�oglich ist. In diesem Fall ist ein Algorithmus n�otig, der die Ge-samtl�osung des Problems durch das L�osen vieler �ahnlicher Teilproblemeermittelt.2. Der Algorithmus arbeitet nicht online, d.h. vor der Anwendung des Al-gorithmus m�ussen alle Punkte bekannt sein, von denen die konvexe H�ullebestimmt werden soll. M�ochte man beispielsweise einen Punkt p ausM l�oschen oder hinzuf�ugen, so mu� die konvexe H�ulle unabh�angig vombisherigen Wissen �uber die alte konvexe H�ulle SEP (M ) ermittelt wer-den. Die Vorinformation bleibt bei diesem Ansatz v�ollig unber�ucksichtigt,was mit einem erheblichen Mehraufwand an Zeit verbunden ist, falls manSEP (M n fpg) bzw. SEP (M [ fpg) bestimmen m�ochte.



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 173. In manchen Situationen, in denen wir die Struktur der vorliegenden Punk-temenge ausn�utzen k�onnen, gibt es e�zientere Ans�atze.Im folgenden werden Algorithmen vorgestellt, die diese Nachteile nicht mehrbesitzen.1.3 Der QUICKHULL-AlgorithmusIn 1.1.4 haben wir gesehen, da� das allgemeine Sortierproblem eng mit demProblem der Bestimmung von SEP (M ) verkn�upft ist.Es liegt demzufolge nahe, zu versuchen, einen Algorithmus, der das Sortier-problem rekursiv l�ost, als Grundstock f�ur eine rekursive L�osung von SEP (M )zu benutzen. Zur Sortierung von N beliebigen Daten K1; : : : ;KN verwendetman h�au�g den sog. QUICKSORT-Algorithmus. Dieser besitzt eine rekursiveStruktur. Dem Algorithmus liegt folgende Sortieridee zugrunde: W�ahle ein be-liebiges Startdatum Ki und bilde anschlie�end aus den Daten zwei Teildateien,mit Kj � Ki f�ur alle S�atze in der einen, und Kj > Ki f�ur alle aus der Zweiten.Wende dieses Teilungsprinzip auf beide Teildateien rekursiv an, bis nur nocheinelementige Mengen �ubrig sind.Wie k�onnen wir dieses Prinzip �ubertragen, um die Menge SEP (M ) zu be-rechnen? Dazu gehen wir auf folgende Weise vor. Wir bestimmen zun�achst ineinem Initialisierungsschritt den Punkt l mit der kleinsten x-Koordinate sowieden Punkt r mit der gr�o�ten x-Koordinate (siehe Abbildung 1.4). Den beidenTeilmengen S(1) und S(2) weisen wir nun die Punkte aus M so zu, da� in dereinen Menge all die Punkte p liegen, f�ur die die Punkte l; p und r rechtsorien-tiert sind bzw. auf einer Geraden liegen. In die Zweite nehmen wir alle Punktep 2 M auf, f�ur die die Punkte linksorientiert sind oder auf einer Geraden lie-gen. (Beachte dabei, da� p = l oder p = r m�oglich ist! Folglich wird M nichtdisjunkt in zwei Teilmengen zerlegt, da S(1) \ S(2) � fl; rg). Die Mengen S(1)und S(2) werden nun ihrerseits wieder in zwei Teilmengen S(1;1); S(1;2) bzw.S(2;1) und S(2;2) aufgespalten. Dazu bestimmen wir aus der jeweiligen Mengeeinen Punkt h so, da� das Dreieck 4hlr einen maximalen Fl�acheninhalt be-sitzt. Sollte es mehrere Punkte mit dieser Eigenschaft geben, so w�ahlen wirals Punkt h denjenigen, f�ur den der Winkel 6 hlr maximal wird. Nach unsererKonstruktion ist h nun ein Punkt der konvexen H�ulle, da, falls wir eine Ge-rade parallel zu lr durch den Punkt h legen, oberhalb von dieser nach Wahlvon h kein weiterer Punkt mehr liegen kann, weil sonst h nicht die gew�unschteMaximaleigenschaft aufweisen w�urde. Auf dieser Gerade k�onnen noch weiterePunkte liegen. Da jedoch der Winkel 6 hlr maximal gew�ahlt wurde, ist h nichtals Konvexkombination zweier Punkte darstellbar und ist somit ein Eckpunkt.Alle Punkte, die im Inneren des Dreiecks 6 hlr liegen sind nach (K1) innerePunkte. Weil wir nur Punkte aus SEP (M ) suchen, lassen wir sie bei weiteren
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Abbildung 1.4: Mittels der Punkte l; r und h wird die Menge S(1) geteilt unddie im schra�erten Dreieck liegenden Punkte werden bei weitere Betrachtungennicht mehr ber�ucksichtigt.Betrachtungen au�er acht. Die Teilmenge S(1;1) besteht aus all denjenigenPunkten p aus S(1) , f�ur die die Punkte l; p und h rechtsorientiert angeordnetsind, also den Punkten p , die oberhalb der Geraden lh oder auf dieser liegen.In Analogie ergibt sich die Menge S(1;2) aus all den Punkten p 2 S(1) , f�ur diedie Punkte h; p und r rechtsorientiert | in diesem Fall oberhalb der Geradenhr | bzw. auf der Geradehr liegen. Auf die beiden Teilmengen S(1;1) undS(1;2) mu� nun rekursiv diese Aufspaltungsvorschrift angewandt werden, bisdie verbleibenden Mengen nur noch aus Eckpunkten bestehen. Dies ist der Fall,falls die Teilmengen nur noch zwei Punkte enthalten. Die Aufspaltungsvorschrifth�angt entscheidend von den Punkten l und r ab. Im Fall der Aufspaltung vonS(1;1) ist zu beachten, da� der Punkt r bei weiteren Betrachtungen durch denPunkt h ersetzt wird, w�ahrend imFalle von S(1;2) der Punkt l durch den Punkth ersetzt wird.Die Menge SEP (M ) ergibt sich dadurch, da� die Teilmenge S(2) analog auf-gespalten wird und anschlie�end die erzeugten zweielementigen Teilmengen sovereinigt werden, da� die Eckpunkte wie gew�unscht sortiert angeordnet sind.Bemerkung: Den Initialisierungsschritt k�onnen wir leicht auf den allgemei-nen Rekursionsschritt zur�uckf�uhren. Dazu ermitteln wir wie angegeben denPunkt l = (x0; y0). Als Startpunkt r w�ahlen wir jedoch den k�unstlichen Punktr = (x0; y0 � ") (" > 0) und spalten anschlie�end die Menge M nach derSpaltungsvorschrift auf. Am Ende mu� der erg�anzte Punkt eliminiert werden.Die rekursive Prozedur QUICKHULL sieht nun folgenderma�en aus:



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 19procedure QUICKHULL (S;l,r)beginif (S=fl,rg) then return (l,r);h  edge of biggest triangle(S;l,r);S[1]  f Menge aller Punkte aus S, die entweder auf lh oder links vonlh liegeng ;S[2]  f Menge aller Punkte aus S, die entweder auf oder links von hrliegen g ;return (QUICKHULL(S[1];l,h)*QUICKHULL(S[2];h,r)n h);Hierbei ist� edge of biggest triangle eine Funktion, die den Punkt h nach obiger Vor-schrift bestimmt,� * eine Funktion, die zwei Listen von Punkten durch Aneinanderh�angenverkn�upftund� n eine Funktion, die einen Punkt aus einer Punktliste l�oscht.Die Aufru�unktion f�ur QUICKHULL hat folgende Gestalt:beginl = fx0; y0g ; /* der Punkt mit dem kleinsten Abszissenwert aus M */r = fx0; y0 � "g ;SEP (M ) =QUICKHULL(M ; l; r );SEP (M ) = SEP (M ) n r ;end.�Uber den ben�otigten Zeitaufwand von QUICKHULL gibt nachfolgender SatzAuskunft:Satz 1.3.1: Zur Bestimmung der Menge SEP (M ) mittels QUICKHULL istein Aufwand von O(N logN ) erforderlich, falls die Punkte gleichverteilt sind.Im g�unstigsten Fall, also falls die Menge M und SEP (M ) �ubereinstimmen(V1) und bei der Aufspaltung eine der beiden Mengen S(1) oder S(2) nur genauaus zwei Eckpunkten besteht (V2), so besitzt QUICKHULL eine Laufzeit vonO(N2) . 3Beweis. Die Laufzeit t der rekursiven Prozedur ist proportional zum Produktaus der Rekursionstiefe i und der Laufzeit pro Rekursionsschritt tr . Also gilt:t � c � i � tr (1):Bei jedem Rekursionsschritt m�ussen die beiden Mengen S(1) und S(2) aufge-stellt sowie eine Abfrage durchgef�uhrt werden. Die Abfrage, ob die Menge S nur



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 20aus den Punkten l und r besteht, ist mit konstantem Zeitaufwand durchf�uhr-bar. Die beiden Teilmengen k�onnen mit einem Aufwand von O(N ) bestimmtwerden, da eine einmalige Betrachtung jedes Punktes p 2 S gen�ugt, um diesenPunkt der entsprechenden Menge zuzuordnen, und da die Menge S maximalaus N Elementen bestehen kann. Also gilt:tr � c1 �N (2):Setzen wir eine Gleichverteilung der Punkte in dem Sinne voraus, da� die jeweilsbestimmten Teilmengen S(1) und S(2) etwa gleich viele Elemente enthalten, soh�angt die Rekursionstiefe i logarithmisch von N ab, d.h.i � c2 � logN (3):Setzen wir die Ergebnisse (2) und (3) in (1) ein, so erhalten wir:t � c � c1 �N � c2 � logN = c3 � logN �N:Also ben�otigen wir einen Aufwand von O(N logN ).Sind die Voraussetzungen (V1) und (V2) erf�ullt, so besteht bei einer Rekursi-onstiefe von i entweder die Menge S(1) oder S(2) aus N � i Elementen. Bisdas Abbruchkriterium f�ur beide Mengen erf�ullt ist, haben wir also eine Rekur-sionstiefe von N � 2 erreicht. F�ur den Zeitaufwand gilt somit:t � c � i � tr = c � (N � 2) � c1 �N � c3 �N2:Falls die Punkte in obigem Sinne g�unstig liegen, ist folglich ein Aufwand vonO(N2) erforderlich. 21.4 Der Algorithmus von OVERMARS / VANLEEWENF�ur manche Problemstellungen ist es w�unschenswert eine Algorithmus zu ent-wickeln, der das sogenannte ONLINE-Prinzip erf�ullt. Diesem liegt nachfolgendeProblemstellung zu Grunde:Sei S eine zweidimensionale Punktmenge, deren konvexe H�ulle bekannt ist. Sei(p1; : : : ; pN ) eine Folge von Punkten, die in S eingef�ugt oder aus S gel�oschtwerden sollen. Gesucht ist ein Algorithmus, der nach Abarbeitung des i-tenPunktes pi die konvexe H�ulle co(S [ fp1; : : : ; pig) ermittelt.Ein ONLINE-Algorithmus wurde von OVERMARS und VAN LEEUWEN vor-gestellt. Zur Realisierung greifen die beiden auf ein bekanntes Werkzeug ausder Informatik zur�uck. Sie benutzen bin�are B�aume.De�nition 1.4.1:Ein bin�arer Baum ist eine Menge T = (V;E), wobei V eine endliche Menge



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 21von Knoten und E eine Menge von Kanten ist. Die Menge der Knoten ist ent-weder leer oder besteht aus einem Wurzelknoten und zwei disjunkten bin�arenTeilb�aumen. Diese werden als linke und rechte Teilb�aume bezeichnet. Die Wur-zel des linken Teilbaums kl wird linker Sohn, die des Rechten kr rechter Sohngenannt. Die zu zwei Teilb�aumen geh�orende Wurzel ist der Vater der beidenKnoten kl und kr . Ein Blatt des Baums ist ein Knoten, der keine S�ohne besitzt.Die Wurzel des Baums ist ein Knoten, der keinen Vater hat. Die Kanten sindungerichtet und verbinden jeden Vaterknoten mit seinen S�ohnen.Ein bin�arer Baum T = (V;E) hei�t Suchbaum oder sortierter Baum, falls eseine Abbildung k : V !M , M vollst�andig geordnet, gibt mitk(vr) � k(v)k(vl) � k(v)f�ur alle v 2 V; vr 2 R(v) und vl 2 L(v). Dabei bezeichnet R(v) den rechtenTeilbaum von v und L(v) den Linken. k(v) hei�t Schl�usselwert des Knotens v .Die Stufe eines Knotens wird rekursiv de�niert. Die Stufe der Wurzel ist 1.Be�ndet sich ein Knoten auf Stufe i , so liegen seine S�ohne auf Stufe i+ 1. DieH�ohe eines Baums ist die Zahl der Stufen minus eins. 3Bemerkung: Mit Hilfe des Schl�usselwertes k(v) kann ein Knoten eindeutigidenti�ziert werden. Die Abbildung ist im Allgemeinen eine Projektion auf einoder mehrere Komponenten des Knotens.In diesen bin�aren B�aumen werden nun Informationen �uber zwei Teilmengenverwaltet, deren Durchschnitt die konvexe H�ulle einer endlichen Punktmengeergibt.De�nition 1.4.2:Sei M eine endliche Punktmenge des R2. Sei u1 = (0;�1) und l1 =(0;+1). So bezeichnet man co(M [u1) als U-H�ulle (upper-hull) und co(M [l1) als L-H�ulle (lower-hull). 3Diese De�nition veranschaulicht Diagramm1.5. Hierbei sind die Punkte willk�ur-lich durchnummeriert. Zur Abspeicherung der Information �uber die U-H�ulle |f�ur die L-H�ulle geht dies analog| werden h�ohenbalancierte bin�are B�aume ver-wendet, da bei diesen Einf�uge- und L�oschoperationen sehr e�ektiv durchgef�uhrtwerden k�onnen. Dies geht mit einem Aufwand, der logarithmisch von der Ge-samtzahl aller Daten abh�angt (vgl. [22]). Zur Realisierung einer geeignetenDatenstruktur am Rechner kann man zum Beispiel AVL-B�aume (Addelson, Vel-ski, Landis; 1962) benutzen. Mit den nachfolgend aufgef�uhrten Funktionen |eine Beschreibung �ndet man in [10]| werden die Grundoperationen auf AVL-B�aumen umgesetzt. Die Arbeitsweise dieser Funktionen ist f�ur das Verst�andnisdes Algorithmus von OVERMARS / VAN LEEUWEN nicht erforderlich. Die
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uPPPPPPPPP����������������������u u����������hhhhhhhhhhhhHHHHHHHHHH����������hhhhhhhhhhhhHHHHHHHHHHu uu u@@@RU-H�ulle

@@@I L-H�ulle
1 2 45376 Abbildung 1.5: U-H�ulle und L-H�ulle einer Punktmengeangegebenen Laufzeiten spielen jedoch bei sp�ateren Laufzeitbetrachtungen einewichtige Rolle.Funktionsname Aufgabe LaufzeitAVL SUCHEN Suchen eines vorg. Wertes O(logN )AVL INSERT Einf�ugen eines Wertes O(logN )AVL DELETE L�oschen eines Wertes O(logN )Der interessierte Leser �ndet eine Beschreibung der Funktionen in [22].De�nition 1.4.3:Gegeben sei ein bin�arer Baum T .Dann hei�t b(v) = 8>><>>: 0 , falls v ein Blatt ist,h(r(v)) + 1 , falls l(v) = ;; r(v) 6= ;,�h(l(v)) + 1 , falls l(v) 6= ;; r(v) = ;,h(l(v)) � h(r(v)) , sonst,Balance eines Knotens v . Hierbei bezeichnet r(v) den rechten Teilbaum von v ,l(v) den linken Teilbaum und h( ~T ) die H�ohe eines Teilbaums ~T . Ein bin�arerBaum T hei�t ausgeglichen oder AVL-Baum, falls gilt:jb(v)j � 1 8v 2 V: 3



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 23Ist die Balance-Eigenschaft eines Knotens im AVL-Baum verletzt, so kann diesemit Hilfe einer Folge von Rotationen wiederhergestellt werden.De�nition 1.4.4:Gegeben sei ein Suchbaum T = (V;E) und v; ~v; v 2 V . Ferner seien t1; t2; t3und t4 Teilb�aume. v; ~v; t1; t2 und t3 seien wie in (1) angeordnet:���JJt2 ���JJt3u,,ZZZu bbbb""""���JJt1 ~vv ���JJ ���JJu,,cc u""""bbbb���JJt3t2t1 ~vv(1) (2)Dann bezeichnen wir eine Umordnung der Knoten in der Art, da� wir eine Si-tuation wie in (2) erhalten, als Linksrotation im Baum T .���JJt2 ���JJt3u,,u bbbb""""���JJt1 v~v���JJ ���JJu,,cc u"""" ���JJt3t2t1 v~v (4)(3) ZZZbbbbSeien die Knoten dagegen wie in (3) angeordnet, und wir erhalten nach demUmordnen eine Situation wie in (4), dann bezeichnen wir diesen Vorgang alsRechtsrotation in T .Eine Transformation der Form���JJ ���JJu,,cc u""""bbbb���JJt4t3t2 v~v���JJt1 bbbbu����� eeeu ��� @@@u���JJt2���JJt1 ���JJt3��� ���JJt4""""QQQQuv v ~v v-hei�t Linksdoppelrotation.Werden die Knoten wie folgt umgeordnet,



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 24���JJ ���JJu,,ccu ���JJt4t3t2v ~v���JJt1 bbbbu����� eeeu ��� @@@u���JJt2���JJt1 ���JJt3��� ���JJt4""""QQQQuv v ~v v-%%% lllso bezeichnen wir diese Operation als Rechtsdoppelrotation. 3Der nachfolgende Satz stellt sicher, da� mit Hilfe einer Folge von Einfach- undDoppelrotationen Balanceverletzungen beseitigt werden k�onnen, bei denen f�ureinen Knoten v gilt: jb(v)j = 2. Dies tritt beim Einf�ugen oder L�oschen einesKnotens h�au�g auf.Satz 1.4.5: Sei T = (V;E) ein bin�arer Baum mit der Wurzel v 2 V .Falls der Knoten v die Bedingung jb(v)j = 2 erf�ullt, und die Teilb�aume r(v) undl(v) AVL-B�aume sind, so kann T mittels einer Rotation oder Doppelrotationin einen AVL-Baum ~T �ubergef�uhrt werden. 3Beweis. Den Beweis �ndet der Leser in [22]. 2Weist die Baumstruktur eine derartige Verletzung auf, so startet man bei demKnoten v , der nicht die richtige Balance besitzt. Mit Hilfe geeigneter Rota-tionen, die aus dem Beweis des vorangehenden Satzes ersichtlich sind, beseitigtman diese Verletzung. Nun �uberpr�uft man die Balance des Vaterknotens von v .Ist sie ebenfalls fehlerhaft, so kann nur gelten: jb(V ATER(v))j = 2. Dies kannman durch entsprechende Rotationen ausgleichen. Im Anschlu� daran betrach-tet man dessen Vater, auch wenn die Balance jenes Knotens richtig war. Aufdiese Weise arbeitet man sich sukzessive bis zum Wurzelknoten vor. Dort kannendg�ultig die Balanceverletzung aufgehoben werden und man erh�alt einen AVL-Baum. Zur Realisierung der Knoten eines Baums ben�otigen wir eine StrukturKNOTEN. Diese besteht aus folgenden Komponenten:� LSOHN, ein Zeiger auf ein Element vom Typ KNOTEN, welches denlinken Sohn repr�asentiert.� RSOHN, ein Zeiger auf ein Element vom Typ KNOTEN, das den rechtenSohn darstellt.� BAUM, ein Zeiger auf die Wurzel eines AVL-Baums bzw. im Falle einesBlattes ein Zeiger auf ein Element vom Typ KOORDINATEN. Diesesbesteht aus zwei Komponenten, in denen die x- und y-Koordinaten einesPunktes aus der Ebene gespeichert wird.



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 25� STUFE, ein Integerwert, der die Stufe angibt, auf der sich ein Knotenbe�ndet.� J, ein Integerwert, der f�ur die Bestimmung von U-H�ullen erforderlich ist.Haben wir einen Knoten v , also ein Element vom Typ KNOTEN, so bezeich-nen wir dessen Komponenten mit LSOHN(v ), RSOHN(v ), Baum(v ), Stufe(v )und J(v ). Bei der Verwaltung der Daten gelten die folgenden Grunds�atze:(P1) Die Information �uber die Koordinaten der einzelnen Punkte wirdgrunds�atzlich nur in den Bl�attern eines AVL-Baums T gespeichert. Dortwerden die Punkte nach ihrem Abszissenwert sortiert abgelegt. Bei iden-tischer x-Koordinate werden diese Punkte sortiert nach dem Ordina-tenwert hinterlegt. Die Information �uber den Punkt mit der kleinstenx-Koordinate wird im �au�ersten linken Blatt gespeichert.(P2) Im Wurzelknoten | auf diesen weist der Zeiger wurzel | wird ein Zei-ger auf einen ausgeglichenen sortierten Baum hinterlegt. In diesem Baumwerden Zeiger auf Elemente vom Typ KOORDINATEN gespeichert. Je-der zeigt auf ein Element, dem die Koordinaten eines Eckpunktes derU-H�ulle aller Punkte zugewiesen worden sind. Alle Zeiger charakteri-sieren die U-H�ulle. Dar�uber hinaus wird den inneren Knoten | solchedie keine Bl�atter sind | ebenfalls ein Zeiger auf einen sortierten AVL-Baum zugeordnet. Wir streben nun an, in dem Baum T so Informationbereitzustellen, da� wir zu jedem Knoten v , den wir als Wurzelknoteneines Teilbaums interpretieren k�onnen, jeweils die U-H�ulle der Punktebestimmen k�onnen, die in den zugeh�origen Bl�attern gespeichert sind.Die Menge dieser Eckpunkte bezeichnen wir mit U (v).Beispielsweise k�onnten wir dazu Zeiger auf Elemente vom Typ KOOR-DINATEN in ausgeglichenen sortierten B�aumen ablegen, wobei in jedemElement die Koordinaten eines Punktes gespeichert sind, der ein Eck-punkt der jeweiligen U-H�ulle ist. In diesem Fall wird jedoch redundanteInformation gespeichert. Wir m�ussen beachten, da� manche Punkte so-wohl in U (v) als auch in U (V ATER(v)) vorkommen. Der ben�otigteSpeicherplatz l�a�t sich folglich dadurch reduzieren, indem wir in demBaum auf den Baum(v ) zeigt, nur die Zeiger ablegen, deren zugeh�origePunkte in U (v) aber nicht mehr in U (V ATER(v)) liegen.Bemerkung:� Zur Veranschaulichung des Algorithmus numerieren wir die Punkte ausder Menge M . Die Nummer des Punktes entspreche dem Zeiger auf dasElement, in dem die Information �uber die Koordinaten des Punktes ge-speichert sind. In der Praxis ist der Zeiger nicht die Nummer des Punktes,sondern die Speicheradresse, an der das Element vom Typ KOORDINA-TEN hinterlegt ist.



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 26� Die Zeiger auf die Elemente vom Typ KOORDINATEN sind die Schl�ussel-werte der Bl�atter. Um zwei Zeiger z1; z2 miteinander vergleichen zuk�onnen, f�uhren wir folgende Ordnung ein:{ z1 = z2 genau dann, wenn die Punkte, deren Koordinaten in Ele-menten vom Typ KOORDINATEN gespeichert sind, auf welche z1und z2 zeigen, in x- und y-Koordinate �ubereinstimmen.{ z1 < z2 , falls der Punkt p , auf den z1 zeigt, eine kleinere x-Koordina-te besitzt als der Punkt q , der durch z2 repr�asentiert wird. Habendie beiden Punkte dieselbe x-Koordinate, so ist die y-Koordinate desPunktes p kleiner.� Da wir die k Elemente, die in dem bin�aren sortierten Baum abgespeichertsind, wie Elemente eines Arrays indizieren k�onnen, stellen wir die Eintr�agein Form einer Liste L = (e1; : : : ; ek) dar. Die Numerierung erhalten wirmit Hilfe eines postorder-Durchlaufs. Dieser wird durch folgende rekursiveProzedur realisiert. Dabei beginnen wir beim Wurzelknoten wurzel :procedure postorder(v)if (v==Blatt) then return;postorder(LEFT(v));Numeriere den Knoten v;postorder(RIGHT(v));return;Dar�uber hinaus brauchen wir noch drei Funktionen:1. AVL VERKN�UPFE(z1; z2 )z1 und z2 seien Zeiger auf zwei sortierte AVL-B�aume T1 und T2 . F�ur be-liebiges k 2 T1 und l 2 T2 gelte: k � l . AVL VERKN�UPFE(z1; z2 ) solleinen Zeiger auf einen sortierten AVL-Baum liefern, in dem alle Elementeaus T1 und T2 eingetragen sind.2. AVL AUFSPALTEN(u; z )z sei ein Zeiger auf einen sortierten AVL-Baum T .u sei ein Zeiger auf ein Element, das mit den in dem AVL-Baum einge-tragenen Elementen verglichen werden kann.AVL AUFSPALTEN(u; z ) soll zwei Zeiger z1 und z2 liefern, die auf zweiAVL-B�aume T1 bzw. T2 weisen. F�ur alle Elemente v 2 T1 soll gelten:v � u . T2 enthalte die Elemente aus T , die in T1 nicht eingetragen sind.3. BR�UCKE(z1; z2 )z1 und z2 seien Zeiger auf sortierte AVL-B�aume T1 und T2 , in denenZeiger auf Elemente vom Typ KOORDINATEN gespeichert sind. Die



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 27t t t t t t t t####�����CCCCCeee����������� ##1 3 5 6 8aa LL LLT1XXz ��+A2 24 11�� ������HHjA4((( tLLLLLLL LL DDLLLL �A3��

������ �� T2 LL�� LL AAAA1Abbildung 1.6: Veranschaulichung der Punktmengen, die von der FunktionBR�UCKE bestimmt werden sollenPunkte, welche in den Elementen gespeichert sind, auf die die Zeiger derB�aume weisen, seien die Eckpunkte zweier U-H�ullen. Bezeichnen wir mitmax den gr�o�ten x-Koordinatenwert der Punkte aus T1 und mit minden kleinsten Abszissenwert der Punkte aus T2 , so gelte: max � min .BR�UCKE(z1; z2 ) soll nun vier Zeiger auf sortierte AVL-B�aume A1; A2; A3und A4 liefern. In A1 werden all diejenigen Zeiger gespeichert, die aufPunkte zeigen, welche in der U-H�ulle der Punkte aus T1 sowie in der H�ulleder Punkte aus T1 [ T2 vorkommen. A2 enthalte alle diejenigen Zeiger,welche auf Punkte zeigen, die in der U-H�ulle von T1 enthalten sind, abernicht mehr in der der Punkte aus T1[T2 . A3 und A4 ergeben sich analogzu A1 und A2 , wobei statt Punkte aus T1 Elemente aus T2 betrachtetwerden. Die Problemstellung veranschaulicht Diagramm 1.6.In ([10], S. 466-469) ist eine L�osung von C. A. Crane f�ur die Umsetzung derFunktionen AVL VERKN�UPFEN und AVL AUFSPALTEN beschrieben. De-tails zur Realisierung der Funktion BR�UCKE �ndet man in [13] auf den Seiten126f.Wir wollen nachfolgend darstellen, wie die Koordinaten eines beliebigen Punktesp 2 R2 in einen AVL-Baum T eingef�ugt werden, in dem nach dem angegebenenKonzept Information �uber die U-H�ulle der Punkte p1; : : : ; pN gespeichert ist.Nach dem Einf�ugen soll der AVL-Baum ~T so aufgebaut sein, da� zum einendie Grunds�atze (P1) und (P2) f�ur ~T weiterhin g�ultig sind, und zum anderenim Wurzelknoten die Information �uber die U-H�ulle der Punkte p1; : : : ; pN ; pablesbar ist. Dazu m�ussen wir folgende Schritte durchf�uhren:1. Ermittlung des Einf�ugepfades.2. Einf�ugen eines neuen Knotens.3. Ausgleichsoperationen in entgegengesetzter Richtung entlang des Einf�uge-pfades; Update der U-H�ullen-Information in den Knoten.



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 28Realisierung von (1):Der zu p geh�orende Einf�ugepfad besteht aus einer Folge von Knoten fk1; : : : ; ksgaus dem AVL-Baum T mit nachfolgenden Eigenschaften:� k1 ist der Wurzelknoten,� ks ist ein Blatt und{ alle Punkte, die in Bl�attern links von ks gespeichert sind, besitzeneinen kleineren Abszissenwert als der Punkt p ,{ alle Punkte, die in Bl�attern rechts von ks gespeichert sind, habeneine eine gr�o�ere x-Koordinate als der Punkt p ,� ki+1 ist ein Sohn von ki; i = 1; : : : ; s� 1.Der Einf�ugepfad wird iterativ beginnend mit demWurzelknoten aufgebaut. Umzu entscheiden, ob der n�achste Knoten der linke oder rechte Sohn ist, verzweigtman ausgehend von einem bestimmten Knoten kj in dessen rechten Teilbaumund ermittelt dort die Koordinaten des Punktes, der in dem Blatt au�en links ge-speichert ist. Ist dessen x-Koordinate gr�o�er als die des einzuf�ugenden Punktes,so ist der linke Sohn der nachfolgende Knoten kj+1 im Einf�ugepfad, ansonstender Rechte.Wie wir im Schritt (3) sehen werden, ist es in Hinblick auf Ausgleichsopera-tionen erforderlich zu jedem Knoten kj die Menge U (BRUDER(kj+1)) zuermitteln und zu speichern. Kennen wir U (kj), so k�onnen wir U (kj+1) so-wie U (BRUDER(kj+1)) mit Hilfe der Funktion AVL AUFSPALTEN und demWert J(kj) ermitteln.Eine iterative Funktion zur L�osung des Problems sieht vereinfacht wie folgt aus:procedure ermittele Einf�ugepfad (v,p);beginif (v 6= BLATT) thenbegin(QL ,QR ):=AVL AUFSPALTEN(U(v),J(v));U(LSOHN(v)):=AVL VERKNUEPFE(QL ,Baum(LSOHN(v)));U(RSOHN(v)):=AVL VERKNUEPFE(Baum(RSOHN(v)),QR );if ( x(p) � x[v] ) thenv := LSOHN(v)elsev := RSOHN(v);ermittele Einf�ugepfad(v,p);end;end;



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 29Hierbei bezeichnet x(p) die x-Koordinate des Punktes p und x[v] den Abszis-senwert des Punktes, der im rechten Teilbaum im links au�en stehenden Blattgespeichert ist. Diese Routine ermittelt den vollst�andigen Einf�ugepfad, falls derWurzelknoten als Iterationsstart benutzt wird.In der Praxis de�niert man eine Struktur, um die anfallende Information geeig-net zu speichern. Sie besitzt vier Komponenten:� k, ein Zeiger auf den jeweils aktuellen Knoten v,� richtung, eine Variable die Auskunft dar�uber gibt, ob der aktuelle Knotenv linker oder rechter Sohn seines Vorg�angers ist,� uL, ein Zeiger auf einen AVL-Baum, in dem die Information �uber dieMenge U (LSOHN (v)) gespeichert ist,� uR, ein Zeiger auf einen AVL-Baum, in dem die Information �uber dieMenge U (RSOHN (v)) gespeichert ist.F�ur jeden Knoten des Pfades wird ein Strukturelement initialisiert. Durch dieEinf�uhrung dieser Struktur verliert das Programm jedoch an Lesbarkeit. Dahergeben wir das Programm vereinfacht an.Realisierung von (2):Wurde der Einf�ugepfad k1; : : : ; ks (s 2 N) ermittelt, so kann der Punkt p inden AVL-Baum T eingef�ugt werden. Dazu werden die Koordinaten in einemneu erzeugten Element p vom Typ KNOTEN gespeichert. �Ublicherweise wirdder neue Knoten an den Knoten ks als Sohn angeh�angt werden. Anschlie�endmu� unter Umst�anden eine Folge von Einfach- und Doppelrotationen durch-gef�uhrt werden, um die AVL-Baum-Eigenschaft wiederherzustellen. In unseremFall ist dieses Vorgehen nicht sinnvoll. Denn der Knoten ks wird bei dieserVorgehensweise zu einem inneren Knoten, weil ks der Vaterknoten des neu er-zeugten Knotens wird. Damit ist in einem inneren Knoten Information �uberdie Koordinaten eines Punktes gespeichert. Dies ist nach (P1) nicht erlaubt.Es gibt aber keine Ausgleichsoperation, die diese Verletzung beseitigen k�onnte,weil durch eine Rotation nur ein anderes Blatt zu einem inneren Knoten ge-macht werden k�onnte. Wir m�ussen beim Einf�ugen wie folgt vorgehen. An denVaterknoten von ks wird ein neu erzeugter innerer Knoten ~p angeh�angt. Diesererh�alt die Knoten ks und p als S�ohne. Ist der Abszissenwert des Punktes, derim Knoten ks gespeichert ist, kleiner als derjenige von p , so wird ks der linkeSohn von ~p ansonsten p . Sind beide identisch, so wird der Knoten, dem derPunkt mit der kleineren y-Koordinate zugeordnet ist, der linke Sohn von ~p . Bei�Ubereinstimmung beider Koordinaten ist eine Fehlermeldung auszugeben undder Knoten p darf nicht in T eingef�ugt werden.Realisierung von (3):



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 30Unser Ziel ist es nun durch geeignete Ausgleichsoperationen einen AVL-Baumherzustellen, der den Regel P1 und P2 gen�ugt. Wir betrachten dazu den Fall,da� beim R�uckw�artsdurchlauf des Pfades keine Ausgleichsoperationen in Formvon Einfach- und Doppelrotationen aufgrund einer Verletzung der Balance er-forderlich sind. Dies gen�ugt zum Verst�andnis des Strukturupdatens. In die-sem Fall ist klar, da� die Regel P2 nur von Knoten entlang des Einf�ugepfadesverletzt werden kann. Es m�ussen folglich f�ur jeden Knoten, der auf dem be-stimmten Einf�ugepfad liegt, die Information J(v) und Baum(v) aktualisiertwerden. Dazu wird diese Knotenmenge r�uckw�arts durchlaufen, wobei wir fol-gendes Problem haben: Die Menge U (kj+1) ist uns bekannt, und die MengeU (kj) soll bestimmt werden. Dies ist mit der Funktion BR�UCKE m�oglich, fallsdie Menge U (BRUDER(kj+1)) bekannt ist. Diese Information haben wir beider Ermittlung des Einf�ugepfades notiert. Mittels der Routine BR�UCKE wirdU (kj+1) in Teile Q1 und Q2 und analog U (BRUDER(kj+1)) in Q3 und Q4aufgespalten. Eine Verkn�upfung der Mengen Q1 und Q4 ergibt die MengeU (V ATER(kj+1)) = U (kj). Die Mengen Q2 und Q3 enthalten die Informa-tion �uber die Punkte, die in U (kj+1) bzw. U (BRUDER(kj+1)) enthalten sind,aber nicht mehr in U (kj). Q2 mu� also in Baum(LSOHN (V ATER(kj+1)))und Q3 in Baum(RSOHN (V ATER(kj+1))) gespeichert werden. Damit diegesuchten Mengen auf diese Weise iterativ bestimmt werden k�onnen, begin-nen wir die Iteration mit der Menge U (V ATER(p)). Diese Menge bestehtentweder aus den beiden Punkten, die in p und ks gespeichert sind, falls diex-Koordinaten verschieden sind, oder nur aus dem Punkt, welcher die gr�o�erey-Koordinate aufweist. Es ist zu beachten, da� die Mengen U (v); Q1; Q2; Q3und Q4 intern durch Zeiger auf AVL-B�aume repr�asentiert werden. Als iterativeProzedur erhalten wir:procedure ausgleich (v);beginif v 6= WURZEL thenbegin(Q1; Q2; Q3; Q4; J) :=BR�UCKE(U (v); U (BRUDER(v)));Baum(LSOHN(VATER(v))) = Q2 ;Baum(RSOHN(VATER(v))) = Q3 ;U(VATER(v ))=AVL VERKN�UPFE(Q1; Q4);J(VATER(v ))=J;ausgleich (VATER(v ));end;elseBaum(v )=U(v );end;



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 31F�ur die Funktionen ermittele Einf �ugepfad und ausgleich ist jeweils ein Zeit-aufwand erforderlich, der proportional zum Produkt aus der H�ohe des Baumsund dem Aufwand pro Iterationsschritt ist. F�ur die H�ohe des AVL-Baums Tgilt nach [22]: h(T ) � 2 � loganz (1):Hierbei bezeichnet anz die Anzahl der Knoten des AVL-Baums. Zwischen derKnotenanzahl anz und der Anzahl der in den Bl�attern gespeicherten PunkteN gilt: anz = 2 �N � 1 (2):Wir erhalten f�ur N � 2 indem wir (2) in (1) einsetzen:h(T ) � 4 � logN (3):F�ur den ben�otigten Zeitaufwand eines Iterationsschritts gilt bei der Funktionausgleicht � c+ c1 � logN + c2 � logN � c3 � logN (4):da f�ur die Abarbeitung der Funktion BR�UCKE und AVL VERKN�UPFE jeweilsein Aufwand von O(logN ) anf�allt. Es gilt somit verm�oge (3) und (4):tausgleich � c4 � log2N:Bei der Funktion ermittele Einf �ugepfad ist der Zeitaufwand bei der Durch-f�uhrung eines Iterationsschritts konstant, falls der Wert x[v] zu jedem Knotengespeichert ist. Ist dies nicht der Fall, so ist der Aufwand zur Bestimmungvon x[v] abh�angig von der H�ohe des Baums. Wir ben�otigen folglich maximalO(logN ) Zeit, und erhalten insgesamt:termittele � c5 � log2N:Da zum Erzeugen und Einf�ugen eines Knotens wie in Schritt (2) beschriebenein konstanter Zeitaufwand teinf�uge erforderlich ist, ergibt sich:t � termittele + teinf�uge + tausgleich � c6 � log2N:Da das Entfernen eines Knotens vergleichbare Operationen wie das Einf�ugenerfordert, kann man analog zeigen:tl�oschen � c7 � log2N:Zusammenfassend gilt somit:Satz 1.4.6: Die U-H�ulle und L-H�ulle einer Menge von N Punkten aus derEbene kann dynamisch | also dem ONLINE-Prinzip gen�ugend | mit einemAufwand von O(log2N ) pro Einf�uge- und L�oschvorgang ermittelt werden.



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 32Bemerkung: Wollen wir mit diesem ONLINE-Algorithmus die konvexe H�ullevon N Punkten aus der Ebene bestimmen, so ist hierf�ur ein Aufwand vonO(N log2N ) n�otig, da zum L�osen dieses Problems N Einf�ugeoperationen er-forderlich sind. Wir bezahlen die F�ahigkeit des Algorithmus, online zu arbeiten,mit einem h�oheren Zeitaufwand.Beispiel 1.4.7: Betrachten wir die Punkte mit Nummer 1; : : : ; 7 aus Abbil-dung 1.5, so sieht der bin�are Baum T1 , in dem die Information �uber die U-H�ullenach der Idee von OVERMARS/VAN LEEUWEN gespeichert ist, folgenderma-�en aus:
66 7 1 3 5 2 4����TTTTz ����TTTT ����z z (;), 1AAAA@@@@@����� �������� lllllzz ��������� HHHHHHHHHz(7), 1 (3), 1 (5), 1(6,1,2,4), 2(;), 1Dabei repr�asentiert die nicht in Klammern stehende Zahl den Integerwert J(v).Betrachten wir nun die folgende Punktemenge, die sich aus der Menge aus 1.5durch Hinzuf�ugen des Punktes mit Nummer 8 ergibt:
u u u����������u uu u@@@RU-H�ulle 1 2 45376 uQQQQQQQQQQ8

M�ochten wir aus T1 den bin�aren Baum ableiten, der die Information �uber dieU-H�ulle der Punkte mit Nummer 1; : : : ; 8 enth�alt, so ergibt sich nachfolgender



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 33Baum T2 :
66 7 1 3 2 4����TTTTz ����TTTTz (2), 1@@@@@����� z(7), 1 (3), 1 (5), 2(6,1,8,4), 2(;), 1 jj j j@@@@ ���� AAAAHHHHHHHH�������� ,,,,5 8���� BBBB(;), 1HH HH HH HH�� ,,��Die gestrichelte Linie zeigt den Einf�ugepfad. Nicht ausgef�ullte Kreise repr�asen-tieren Knoten, deren Inhalt aufgrund der Erg�anzung des Knotens mit Nummer8 ver�andert wurde. 31.5 Der Algorithmus von AKLIn manchen F�allen kann man die Struktur einer gegebenen Punktmenge ausn�ut-zen, um einen Algorithmus zu entwickeln, f�ur den eine bessere obere Schrankeangegeben werden kann als O(N logN ).F�ur den Fall, da� wir die konvexe H�ulle einer Punktmenge M = fp1; : : : ; pNgbestimmen wollen, bei der wir von Anfang an wissen, da� die Anzahl ihrer inne-ren Punkte wesentlich h�oher als die der Eckpunkte ist, hat AKL eine e�zientedirekte Methode entwickelt. In einem ersten Schritt wird der lexikographischkleinste Punkt p0 bestimmt, d.h. der Punkt, der bei der kleinsten y-Koordinatedie kleinste x-Koordinate besitzt. p0 ist ein Eckpunkt und dient als Start f�ureine sukzessive Bestimmung benachbarter Eckpunkte fp1; : : : ; phg . Um ausge-hend von einem Eckpunkt pi den n�achsten Punkt pi+1 festlegen zu k�onnen,verwenden wir folgendes anschauliche Kriterium:



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 34Kriterium 4(K4):Sei p 2M der lexikographisch kleinste Punkt und q 2M der lexikogra-phisch gr�o�te Punkt. Sei e ein Eckpunkt, der rechts der Verbindungs-geraden pq liegt. Dann ist f genau dann der benachbarte Eckpunktmit der gr�o�eren y-Koordinate, falls der Winkel, den die Verbindungsge-rade ef mit der positiven x-Achse einschlie�t, in dem Sinne minimal ist,da� es keinen weiteren Punkt g gibt, mit der Eigenschaft, da� der Win-kel, den die Verbindungsgerade eg mit der positiven x-Achse einschlie�t,kleiner ist.Sei e ein Eckpunkt der links der Verbindungsgerade pq liegt. In diesemFall ist f genau dann der benachbarte Eckpunkt mit der kleineren y-Koordinate, wenn obige Aussagen erf�ullt sind, wobei statt der positivenx-Achse die negative x-Achse betrachtet wird.Nach Bestimmung von p0 wendet man den ersten Teil des Kriteriums 4 sukzes-sive an, um von diesem ausgehend alle Eckpunkte zu ermitteln, die rechts derGerade zwischen dem lexikographisch kleinsten und gr�o�ten Punkt liegen. Derletzte Punkt, den man auf diese Weise bestimmt, ist der lexikographisch gr�o�tePunkt. Sobald dieser erreicht ist | diesen erkennt man z.B. dadurch, da� allenach Kriterium 4 bestimmten Winkel gr�o�er als 180 Grad sind | legt man mit-tels das zweiten Teils alle Eckpunkte fest, die links von der Verbindungsgeradeliegen.Die Vorgehensweise veranschaulicht Abbildung 1.7. Ist ein Eckpunkt bekannt,
������������������r r�� ���������r aaaaaaaaaaaaaa r ,,,,,,,,,, rr r�� �� AAAA aa rr rrr r � IIY p2p1 p3p4

Abbildung 1.7: Der Ansatz von AKL zur Bestimmung der konvexen H�ulle.Jeder Eckpunkt kann mit einem Aufwand von O(N ) bestimmt werden.



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 35so ben�otigen wir einen Aufwand von O(N ) zur Bestimmung eines neuen Eck-punktes, da die Anzahl der aufzustellenden Winkel linear von der Punktzahlabh�angig ist. Hat die Punktmenge M h Eckpunkte ergibt sich somit folgendeLaufzeitaussage:Satz 1.5.1: Zur Bestimmung der Menge SEP (M ) mittels der Algorithmus vonAKL ben�otigen wir einen Zeitaufwand von O(h �N ) . 31.6 Ein Ansatz zur Approximation konvexerH�ullenF�ur Anwendungen, in denen es nicht so sehr auf die Genauigkeit sondern viel-mehr auf die Geschwindigkeit ankommt, k�onnen wir Algorithmen angeben, diedie konvexe H�ulle einer endlichen Anzahl von Punkten M = fp1; : : : ; pNg ap-proximieren. Sie �nden bei statistischen Problemen Verwendung. H�au�g lie-fern z.B. Messungen Resultate, die aufgrund der Me�ungenauigkeit nicht exaktsein k�onnen. Die Ergebnisse liegen vielmehr mit einer wohlde�nierten Genau-igkeit vor. M�ochten wir m�oglichst schnell ein Bild von der konvexen H�ulleder Beobachtungspunkte erhalten, so k�onnen wir auf einen Algorithmus vonBENTLEY-FAUST-PREPARATA (1982) zur�uckgreifen. Es m�ussen folgendeArbeitsschritte durchgef�uhrt werden:1. Bestimme die Punkte m1; : : : ;ml mit der kleinsten x-Koordinate. Istl > 2, so weisen wir m1 und m2 unter den bisher bestimmten Punktendie beiden Punkte mit der gr�o�ten bzw. kleinsten y-Koordinate zu undsetzen l = 2.2. Ermittle alle Punkte q1; : : : ; qr , die die gr�o�te x-Koordinate besitzen. Istr > 2, so ordne q1 und q2 die beiden Punkte mit extremaler y-Koordinatezu und setze r = 2.3. Unterteile den Streifen, der durch die vertikalen Geraden durch die Punktem1; : : : ;ml und q1; : : : ; qr festgelegt wird, in k gleichbreite StreifenK1; : : : ;Kk .4. Ordne alle Punkte p 2 M n fm1; : : : ml ; q1; : : : ; qrg dem Streifen Ki zu,in dem sie liegen. Die Nummer i des Streifens ergibt sich nach folgenderFormel: i = int(k � (x� xmin)=(xmax� xmin)) + 1:Hierbei ist� int(x) Funktion, die die ganze Zahl bestimmt, die sich durch Ab-schneiden der Nachkommastellen von x ergibt,



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 36� x x-Koordinate des Punktes p ,� xmax x-Koordinate der Punkte q1; : : : ; qr und� xmin x-Koordinate der Punkte m1; : : : ;ml .5. Ermittle in jedem Streifen Ki den Punkt pi1 , der die gr�o�te y-Koordinateaufweist, und den Punkt pi2 mit der kleinsten y-Koordinate. pi1 und pi2k�onnen identisch sein, falls alle Punkte des Streifens auf einer horizontalenGeraden liegen. Enth�alt der Streifen keine Punkte, so k�onnen diese beidenPunkte nicht bestimmt werden. Dies ist jedoch f�ur den Gesamtablauf desAlgorithmus nicht entscheidend.6. Bestimme die konvexe H�ulle der PunkteS := fp1; : : : ; pl; q1; : : : ; qr; p11; p12; : : : ; pk1; pk2g:Die Menge co(S) ist in der Regel nur ein Approximation f�ur die Menge co(M ).Die Genauigkeit der Approximation ist vom Parameter k abh�angig. Nach ([13],Theorem 4.6) gilt folgende Absch�atzung f�ur den hierbei gemachten Fehler:Satz 1.6.1: Seien M;S � R2 wie oben bestimmte Mengen.Dann gilt f�ur Punkt p 2 R2, der nicht innerhalb der Menge co(S) liegt:dist(p; co(S)) � xmax� xmink :Hierbei bezeichnet� xmax die maximale x-Koordinate der Punkte p1; : : : ; pN ,� xmin die kleinste x-Koordinate der Punkte p1; : : : ; pN ,� k die Anzahl der Streifen. 3



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 37Mit dem nachfolgenden Beispiel wird diese Tatsache unterstrichen sowie dasAblaufschema des Algorithmus veranschaulicht.Beispiel 1.6.2: Betrachte folgende Punktemenge in der Ebene:r rr r rr rrrr r r -6Nach der Unterteilung in k = 3 Streifen, k�onnen wir in jedem Streifen dieextremalen Punkte bestimmen. Diese sind mit (*) gekennzeichnet. Es ergibtsich folgende Situation:r rr r rr rrrr r r* * * *** -6
Als konvexe Menge erhalten wir:r r r rr rrrr r rr +������������!!!!̀`````````````




JJJJ6 -O�ensichtlich geh�ort der Punkt, der mit (+) gekennzeichnet ist, zu co(M ) istjedoch nicht in co(S) enthalten. 3



Kapitel 1. Algorithmen zur Bestimmung konvexer H�ullen in der Ebene 38Da wir zur Durchf�uhrung der Schritte (1)-(5) maximal einen Aufwand von O(N)ben�otigen, und da die konvexe H�ulle mit einem Aufwand von O(k) bestimmtwerden kann, weil Punkte sortiert nach ihrem x-Wert vorliegen, erhalten wirfolgende Absch�atzung f�ur die Gesamtlaufzeit:Satz 1.6.3: Zur Bestimmung einer approximierenden Menge f�ur die konvexeH�ulle von N Punkten aus der Ebene ben�otigen wir bei k Streifen einen Aufwandvon O(N + k) . 3



Kapitel 2Implementierung der GrahamschenAbtastungBei der Umsetzung des Grahamschen Algorithmus (vgl. 1.2) m�ussen wir nach-folgende Teilprobleme l�osen:1. Einlesen der Daten in eine geeignete Struktur.2. Bestimmung eines inneren Punktes einer konvexen Menge.3. Transformation einer Punktemenge.4. Sortierung der Punktemenge aufsteigend nach den Sortierkriterien. pola-rer Winkel und Entfernung zum Ursprung.5. Ablegen der Punktinformationen in einer verketteten Liste.6. Durchf�uhrung der Grahamschen Abtastung, um innere Punkte zu bestim-men.Die im folgenden beschriebenen Funktionen be�nden sich in dem C-Programmgraha1:c . Eine genauere Auistung der ben�otigten Parameter sowie deren Be-deutung kann der Anwender im Dokumentations�le graham:dvi oder im ange-gebenen C-File nachlesen.2.1 Die Funktion lies infoWir gehen jetzt davon aus, da� die x- und y-Koordinaten einer Punktemengep1; : : : ; ps 2 R2 zeilenweise in einem File hinterlegt sind. Diese Koordinatenwerden zun�achst in Elementen vom Typ point abgespeichert. Hierbei handeltes sich um eine Struktur mit den folgenden Komponenten:39



Kapitel 2. Implementierung der Grahamschen Abtastung 40struct point f double x;double y;gUm die Punktemenge wie gefordert sortieren zu k�onnen, und um die Punktein einer verketteten Liste abspeichern zu k�onnen, wird diese Information in-nerhalb der Funktion graham abtastung , die den Programmablauf steuert, inElementen der Struktur DATES abgelegt. Diese ist folgenderma�en de�niert:struct DATES f double x pos;double y pos;double range;double angle;int is edge;gDie angegebenen Strukturen sind in dem Header�le graham:h de�niert.2.2 Die Funktion best in punktWollen wir einen inneren Punkt der Menge co(fp1; : : : ; psg) bestimmen, so istdies nur m�oglich, falls drei Punkte pi1 ; pi2 und pi3 (1 � i1 < i2 < i3 � s)existieren, die nicht auf einer Geraden liegen. Mit Hilfe des nachfolgenden Satzessind wir in der Lage entscheiden zu k�onnen, ob drei Punkte auf einer Geradenliegen oder nicht.Satz 2.2.1: Seien p1 = (x1; y1); p2 = (x2; y2) und p3 = (x3; y3) 2 R2. So gilt:det ������ x1 y1 1x2 y2 1x3 y3 1 ������ <=> 0 p1; p2 und p3 liegen rechtsgekr�ummtp1; p2 und p3 liegen auf einer Geradenp1; p2 und p3 liegen linksgekr�ummt. 3Beweis. Betrachte folgende Situation:�����������1HHHHHHHj p3p2p1 ~v1 ~v2� *



Kapitel 2. Implementierung der Grahamschen Abtastung 41Wir ermitteln einen Homomorphismus F so, da� die Einheitsvektoren e1; e2auf ~v1; ~v2 abgebildet werden. Dieser Homomorphismus ist eindeutig. (vgl. [12];x9, Satz 2). F mu� o�ensichtlich wie folgt gew�ahlt werden:F : R2! R2 x 7! (v1v2)xwobei v1 = � x2 � x1y2 � y1 � und v2 = � x3 � x2y3 � y2 � :Bestimme nun detF :detF = det(v1v2) = det ���� (x2 � x1) (x3 � x2)(y2 � y1) (y3 � y2) ���� ==x2y3 � x2y2 � x1y3 + x1y2 � x3y2 + x2y2 + x3y1 � x2y1= det ���� x2 y2x3 y3 ����� det ���� x1 y1x3 y3 ����+ det ���� x1 y1x2 y2 ����= det ������ x1 y1 1x2 y2 1x3 y3 1 ������ (*)Mit der Abbildung� : R2! R2 � xy � 7! � y�x �erhalten wirdetF = det(v1v2) = vT1 � (v2)= kv1k2k� (v2)k2 cos( 6 (v1; � (v2)| {z }=:� )) = kv1k2kv2k2 cos �:Zwischen den beiden Winkeln � und � gelten nachfolgende Beziehungen, diemittels Fallunterscheidung zu veri�zieren sind:� 2]0; �[ , � 2]�2 ; �[;� 2]�; 2�[ , � 2]0; �2 [:Damit folgt:� detF < 0 , cos � < 0 , � 2]�2 ; �[, � 2]0; �[ , p1; p2; p3 sind rechtgekr�ummt angeordnet,



Kapitel 2. Implementierung der Grahamschen Abtastung 42� detF > 0 , cos � > 0 , � 2]0; �2 [, � 2]�; 2�[, p1; p2; p3 liegen linksgekr�ummt,� detF = 0 , cos � = 0 , � = �2 ; 32�, � = 0; � , p1; p2 und p3 liegen auf einer Geraden.Unter Ber�ucksichtigung der Aussage (*) folgt auf diese Weise die Behauptung.2Haben wir drei Punkte pi1 ; pi2 und pi3 gefunden, die nicht auf einer Geraden lie-gen, so ist der Schwerpunkt des Dreiecks pi1pi2pi3 ein innerer Punkt der Mengeco(fp1; : : : ; psg). Numerisch bestimmen wir den Punkt p nach der Formelp = 13(pi1 + pi2 + pi3):2.3 Die Funktion trafo punkteMit Hilfe dieser Funktion wird eine gegebenen Punktemenge p1; : : : ; ps 2 R2 sotransformiert, da� der Punkt p aus 2.2 im Ursprung des Koordinatensystems zuliegen kommt. Um dies zu erreichen, subtrahieren wir von den x-Koordinatender Punkte p1; : : : ; ps die x-Koordinate des Punktes p . Analog verfahren wirmit den y-Koordinaten.2.4 Die Funktion vor sort6 -!!!!!!!!!!!!!y xpi Abbildung 2.1: Veranschaulichung der Gr�o�en nach denen die Punktemengesortiert wirdBevor die Sortierung nach den Kriterien polarer Winkel  und Entfernungzum Ursprung d (siehe Abbildung 2.1) durchgef�uhrt werden kann, m�ussen diese



Kapitel 2. Implementierung der Grahamschen Abtastung 43Gr�o�en in der Prozedur vor sort zun�achst f�ur jeden Punkt berechnet werden.Die Ergebnisse werden in Elementen vom Typ DATES in den Komponentenangle und range gespeichert. Anschlie�end werden die Punkte mittels derC-Standardfunktion qsort sortiert. Die Grundlage dieser Routine bildet derQuicksortalgorithmus (vgl. 1.3).2.5 Die Funktion gen listeBevor die Grahamsche Abtastung durchgef�uhrt werden kann, m�ussen die Punktein einer verketteten Liste gespeichert werden. Diese Struktur ist wie folgt de�-niert:De�nition 2.5.1:Eine doppelt verkettete Liste ist eine Folge von Knoten mit folgender Struktur:DATALINKPRED LINKSUCCIn dem Feld DATA werden Daten gleichen Typs abgespeichert. LINKSUCCund LINKPRED sind Kettenfelder. Ein Kettenfeld enth�alt einen Zeiger aufeinen anderen Knoten. Die Kettenfelder LINKSUCC weisen jeweils auf dennachfolgenden Knoten und die Felder LINKPRED auf den Vorg�anger. DerVorg�anger des Knotens mit Nummer 1 ist der Knoten mit Nummer N. DerNachfolger des Knotens mit Nummer N ist der Knoten mit Nummer 1. 3Wir benutzen Elemente vom Typ DATES zur Realisierung einer doppelt ver-ketteten Liste. Die Komponenten angle und range werden nach dem Sortierender Punkte nicht mehr ben�otigt. Wir k�onnen sie also verwenden, um Ket-tenfelder zu verwirklichen. In der Komponente angle wird die Nummer desVorg�angerknotens und in range die Nummer seines Nachfolgers gespeichert.Bemerkung: Statt der benutzten doppelt verketteten Liste h�atten wir die In-formation auch in gew�ohnlichen Feldern speichern k�onnen. Dies w�are einfacherzu realisieren gewesen. Bei Verwendung verketteter Listen sind jedoch L�osch-operationen, wie wir sie in der Grahamschen Abtastung durchf�uhren m�ussen,um innere Punkte zu eliminieren, wesentlich schneller ausf�uhrbar.2.6 Die Funktion get one edgeUm die Grahamsche Abtastung starten zu k�onnen, m�ussen wir zun�achst einenPunkt aus der transformierten Punktemenge bestimmen, der ein Eckpunkt der



Kapitel 2. Implementierung der Grahamschen Abtastung 44konvexen H�ulle ist. Dazu wird der Punkt p mit der kleinsten y-Koordinateermittelt. Gibt es mehrere Punkte mit dieser Eigenschaft, so w�ahlen wir unterdiesen den Punkt mit der gr�o�ten x-Koordinate.Dies ist notwendig, um zum einen einen Einstieg f�ur die Abtastung zu bekom-men, und zum anderen, um auf einfache Weise ein Abbruchkriterium f�ur dasDurchlaufen der doppelt verketteten Liste zu �nden. Das Abbruchkriteriumlautet unter diesen Voraussetzungen: Wir betrachten solange drei aufeinander-folgende Punkte pi; pi+1; pi+2 aus der verketteten Liste, die noch nicht als innerePunkte erkannt wurden, und wenden Kriterium K3 an, um zu entscheiden, obder Punkt pi+1 ein innerer Punkt ist, bis gilt: pi+1 = p . Diese Situation darfnicht durch "Backtracking\ entstanden sein, d.h. beim vorherigen Vergleich vondrei Punkten ist festgestellt worden, da� diese nicht linksgekr�ummt angeordnetwaren.2.7 Die Funktion graham scanMit dieser Funktion werden mit Hilfe von Kriterium K3 alle Punkte bestimmt,die keine Eckpunkte der konvexen H�ulle sind. Diese Punkte werden im Laufeder Abtastung markiert, so da� am Ende alle unmarkierten Punkte alle Eck-punkte der konvexen H�ulle darstellen. Nach dieser Markierung und nachdemdie Transformation aus 2.3 r�uckg�angig gemacht wurde, werden die Koordinatenaller Eckpunkte in einem Feld mit Elementen vom Typ point gespeichert.Bemerkung:Der Programmablauf wird mittels der Funktion graham abtastung gesteuert.M�ochte der Anwender hierzu Detailinformation (z.B. Beschreibung der Para-meter), so �ndet er diese sowohl im Quellcode des C-Programms graha1:c alsauch in der Dokumentation graham:dvi .



Kapitel 3Anwendung der Algorithmen in derEbeneWie in Kapitel 0 beschrieben, ben�otigen wir Algorithmen zur Bestimmung kon-vexer H�ullen unter anderem zur Approximation mengenwertiger Integrale mitHilfe von Quadraturformeln. Um die G�ute eines Approximationsverfahrens te-sten zu k�onnen, das auf der Treppen-, Trapez- und Simpsonregel beruht, gehenwir wie folgt vor:Zun�achst mu� eine Referenzl�osung f�ur das gesuchte mengenwertige Integral be-stimmen werden. In der Regel kennen wir jedoch keine exakte L�osung f�ur diesesIntegral, so da� nur eine "gute\ N�aherung zum Vergleich herangezogen werdenkann. Diese erhalten wir, indem wir ein Approximationsverfahren mit hoherKonvergenzordnung ausw�ahlen und dieses mit einem gro�en Diskretisierungspa-rameter (N � 1000) durchrechnen. Da bei diesemVerfahren gewichtete konvexeH�ullen addiert werden, erhalten wir eine konvexe Menge Q = co(q1; : : : ; qs), dieim folgenden als Vergleichsma�stab dient.Es stellt sich uns nun die Frage, wie wir ein Ma� f�ur den anfallenden Fehlererhalten. Dies wird nachfolgend beschrieben.3.1 Fehlerabsch�atzung mittels Hausdor�abstandBerechnen wir eine L�osung ~y f�ur ein Riemannintegral bRa f(t)dt =: y mit Hilfeeines Approximationsverfahrens, so ist der absolute Fehler w = jy � ~yj einMa� f�ur die G�ute der Approximation. F�ur den mengenwertigen Fall mu� derAbstandsbegri� erweitert werden. 45



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 46De�nition 3.1.1:Gegeben seien zwei nichtleere Mengen A;B 2 Rn und ein Punkt x 2 Rn. Dannhei�t dist(x;A) := infa2A kx� ak2Abstand des Punktes x von der Menge A und d(�; A) Distanzfunktion der MengeA . Als einseitigen Hausdor�abstand der Mengen A und B de�niert mand(A;B) := supa2A dist(a;B):Als Hausdor�abstand von A und B bezeichnen wirhaus(A;B) := max(dist(A;B); dist(B;A)):Sei A 2 Rn eine Menge und < �; � > das euklidische Skalarprodukt im Rn.Dann hei�t ��(�; A) : Rn! R l! supa2A < l; a >St�utzfunktion der Menge A. Ist A = ; so setzt man��(�; ;) = �1:Sei A � Rn eine nichtleere Teilmenge und l 2 Rn.a0 2 A hei�t St�utzpunkt, wenn es ein stetiges, lineares Funktional f : Rn! Rgibt mit f(�) 6= 0 und supa2A f(a) = f(a0). Die Menge aller St�utzpunkte bzgl.des Funktionals f(�) bezeichnen wir mit Y (f(�); A), w�ahrend wir die Mengealler St�utzpunkte bzgl. des Funktionals fl(�) =< l; � > mit Y (l; A) benennen,da wir l mit fl(�) identi�zieren k�onnen. y(l; A) ist ein St�utzpunkt aus derMenge Y (l; A). 3Ein Ma� f�ur den Fehler erhalten wir auf die folgende Weise:Satz 3.1.2: Sei PM := flkjk = 0; : : : ;M � 1g � R2; (M 2 N) die endlicheMenge der Richtungen der Formlk = � cos(�k)sin(�k) � 2 @B1(0); �k = 2�kM (k = 0; : : : ;M � 1):Sei P = co(p1; : : : ; pr) die konvexe H�ulle der Punkte p1; : : : ; pr und Q =co(q1; : : : ; qs) 2 R2. F�ur den Hausdor�abstand der Mengen P und Q gilt nunin der Ebene:haus(P;Q) = supl2B1(0) j��(l; P )� ��(l; Q)j = (3.1)



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 47= supl2@B1(0) j��(l; P )� ��(l; Q)j = (3.2)= supl2@B1(0) j maxi=1;:::;r < l; pi > � maxi=1;:::;s < l; qi > j � (3.3)� maxj=1;:::;M j maxi=1;:::;r < lj; pi > � maxi=1;:::;s < lj ; qi > j: (3.4)3Beweis. Einen Beweis f�ur die Gleichung 3.1 �ndet man f�ur nichtleere, kom-pakte, konvexe Mengen des Rn in [5].Wegen ��(0Rn); P )� ��(0Rn; Q) = 0und der positiven Homogenit�atj��(l; P )� ��(l; Q)j = klk2j 1klk2 (��(l; P )� ��(l; Q))j� j��( 1klk2 l; P )� ��( 1klk2 l; Q)jf�ur l 2 B1(0) n f0Rng folgt die Gleichung 3.2. Die dritte Gleichung resultiertaus der De�nition der St�utzfunktion und der Tatsache, da� die Menge P undQ beschr�ankte Teilmengen des Rn sind. Da in 3.4 im Gegensatz zu 3.3 nurnoch endlich viele Richtungen betrachtet werden, ergibt sich die angegebeneApproximation. 2Bemerkung: Die Aussagen 3.1-3.3 gelten f�ur beliebige nichtleere, konvexe undkompakte Teilmengen des Rn. Lediglich die N�aherung 3.4 gilt f�ur Mengen ausder Ebene.Wir wollen nun untersuchen, wie gro� der Fehler ist, der bei dieser Approxima-tion gemacht wird. Eine Antwort hierauf liefert der nachfolgende Satz:Satz 3.1.3: Sei PM := flkjk = 0; : : : ;M � 1g � R2 die endliche Menge derRichtungen der Formlk = � cos(�k)sin(�k) � 2 @B1(0); �k = 2�kM (k = 0; : : : ;M � 1)und P = co(p1; : : : ; pr) sowie Q = co(q1; : : : ; qs) .F�ur M � 7 erf�ullt diese Menge die Bedingungen1. F�ur jedes l 2 R2 existieren �i(l) � 0 (i=1,: : : ,M) mitl = MXi=1 �i(l)li



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 482. F�ur � := 2�M 2 ]0; 1[ sind f�ur beliebiges l 2 R2 alle Richtungen li mitpositiven Koe�zienten �i(l) benachbart, d.h. falls �i(l)�j(l) > 0 gilt:kli � ljk2 � �:Daher gilt f�ur die obige Approximation:jhaus(P;Q)� maxj=1;:::;M j maxi=1;:::;r < lj ; pi > � maxi=1;:::;s < lj; qi > jj � kPk+ kQk1� � �wobei kPk := supp2P kpk2: 3Beweis. Dieser Satz ergibt sich unmittelbar aus den S�atzen [3, Satz 3.1.4.5]und [3, Satz 3.1.4.6]. 2Die Funktion haus abstand , die der Anwender im C-File aumann:c �ndet, be-rechnet wie in 3.4 eine N�aherung f�ur den Hausdor�abstand zweier Polytope. Esist hierbei zu beachten, da� der Parameter M wesentlich gr�o�er als die Zahl derEckpunkte der betrachteten Polytope sein mu�, da sonst nicht gen�ugend Rich-tungen betrachtet werden, und die Absch�atzung zu grob wird. Wir verwendenf�ur diesen Parameter den Wert M=2000.3.2 Eine Sch�atzung f�ur die KonvergenzordnungWie bereits in Kapitel 0 angedeutet spielt bei der Charakterisierung numerischerVerfahren die Konvergenzordnung eine wichtige Rolle.De�nition 3.2.1:Sei B = R ba F (t)dt ein Aumannintegral und w(h) die N�aherungsl�osung, diemittels einer Quadraturformel bei gegebener Schrittweite h = b�aN berechnetworden ist. Das Approximationsverfahren ist konvergent von der Ordnung p,falls es ein C > 0 gibt, mit:haus(w(h); B) � C � hp:Ein maximales p 2 N mit dieser Eigenschaft bestimmt die KonvergenzordnungordB des Verfahrens beim Integral B . 3Wollen wir die Konvergenzordnung eines Verfahrens bestimmen, so ergibt sichein Problem: Die exakte L�osung des Aumannintegrals ist h�au�g nicht bekannt.



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 49Daher m�ussen wir nach einer M�oglichkeit suchen, diese Ordnung ohne dieseInformation abzusch�atzen. Dazu gehen wir folgenderma�en vor: Sei QVnk dieN�aherungsl�osung, die mit Hilfe eines Verfahrens V mit einem Diskretisierungs-parameter nk (k = 1; 2; n1 6= n2; n1; n2 2 N) bestimmt wurde. Wir de�nierenwVk := haus(QVnk ; Z ba F (t)dt):Gesucht ist nun ein maximales p mitwVk � c � (b� ank )p:Wir nehmen nun an, da� diese Ungleichung mit Gleichheit erf�ullt ist. Dannfolgt: wVk = c � (b� ank )p:Somit folgt, da c 6= 0: wV1wV2 = c � ( b�an1 )pc � ( b�an2 )p = np2np1 = �n2n1�p :F�ur p ergibt sich hieraus: p = ln wV1wV2ln n1n2Zu gegebenen n1 und n2 m�ussen die Hausdor�abst�ande wV1 und wV2 berechnetwerden und wir erhalten eine Sch�atzung f�ur die Konvergenzordnung des Ver-fahrens V . Soll zu einer Folge von Diskretisierungsparametern (N1; : : : ; Ns)(s 2 N) die jeweilige Konvergenzordnung abgesch�atzt werden, so haben wirzwei M�oglichkeiten: Zum einen k�onnen wir f�ur k = 1; : : : ; s � 1 n1 = Nk undn2 = Nk+1 setzen und die Konvergenzordnung jeweils nach obiger Formel be-rechnen, oder wir de�nieren n1 = Nj und n2 = Nk wobei j 2 f1; : : : ; sg festgew�ahlt ist. Bei unseren Untersuchungen machen wir von der zweiten M�oglich-keit Gebrauch und setzen j = 2, da die erste N�aherung unter Umst�anden eineerhebliche Abweichung von der L�osung aufweisen k�onnte.3.3 Eine obere Schranke f�ur die LaufzeitWesentlich f�ur die G�ute eines Algorithmus ist seine ben�otigte Laufzeit. Um dieLaufzeit eines auf einer Quadraturformel beruhenden Approximationsverfahrensnach oben absch�atzen zu k�onnen, ist von entscheidender Bedeutung, da� wir dieAnzahl der Eckpunkte der zwischenzeitlich auftretenden Mengen in den Gri�bekommen. Dies leistet f�ur spezielle Aumannintegrale der nachfolgender Satz:



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 50Satz 3.3.1: Gegeben sei ein Aumannintegral der FormbZa F (t)dt = bZa � x1(t)x2(t) � [c; d]dtmit a 6= b , c 6= d; c < d und xi : [a; b]! R (i = 1; 2) reelle Funktionen.Sei AN die approximierende Menge, die mit Hilfe einer SummenformelNXi=0 aico(F (ti))erzeugt wurde.Dabei seien ai � 0; i = 0; : : : ; N Koe�zienten, F : [a; b] ! P(Rn) einemengenwertige Abbildung und ti := a + b�aN � i; i = 0; : : : ; N eine �aquidistanteUnterteilung des Intervalls [a; b] . Sind bei der Anwendung einer SummenformelM � N + 1 Koe�zienten ai 6= 0 , so gilt f�ur die Eckpunktzahl anz(AN ) derMenge AN : anz(AN ) � 2 �M: 3Beweis. Sei N 2 N beliebig gew�ahlt. Wir f�uhren eine Induktion �uber Mdurch:M = 1:Wir erhalten als approximierende MengeAN = ai0 � co(F (ti0)) = ai0 �c� x1(ti0 )x2(ti0 ) � ; d� x1(ti0)x2(ti0) ���wobei ai0 6= 0. Dies ist eine Strecke. Daher besitzt die Menge AN h�ochstenszwei Eckpunkte.M !M + 1:Sei AM := PM�1j=0 aijco(F (tij )) die Zwischenmenge, die sich durch Additionvon M Strecken ergeben hat. Diese besitzt nach Voraussetzung h�ochstens 2MEckpunkte. Wir zeigen nun, da� f�ur die Menge AM+1 = AM + aiMco(F (tiM )),wobei iM 6= ij 8j 2 f0; : : : ;M � 1g , gilt:anz(AM+1) � 2(M + 1): (3.5)Es sind zwei F�alle zu unterscheiden:a) 6 9d2 2 int(AM ):In dieser Situation gilt folglich:dim AM 2 f0; 1g:



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 51AM ist also ein Punkt oder eine Strecke, d.h. die Aussage 3.5 ist trivialerweiseerf�ullt.b) 9d2 2 int(AM ):Die Punkte fq1; : : : ; q2Mg der Menge AM werden wie folgt durchnummeriert:Wir bestimmen den Punkt d1 mit der kleinsten y-Koordinate. Gibt es zweiPunkte mit dieser Eigenschaft, so w�ahlen wir den Punkt mit der kleineren x-Koordinate. Jetzt sortieren wir die Punkte aufsteigend nach dem orientiertenZwischenwinkel gegen den Uhrzeigersinn �i = 6 (d2d1; d2qi) (i = 1 : : : ; 2M ).Bezeichnen wir mit P die Menge aiM co(F (tiM )), so sind zwei F�alle zu unter-scheiden:Fall 1: Die Menge P besteht nur aus einem Punkt p . Dann folgt:AM + P = co(fqi + p j i = 1; : : : ; 2Mg)besitzt h�ochstens 2M Eckpunkte. Somit folgt:anz(AM+1) = anz(AM + P ) � 2M < 2M + 2 = 2(M + 1):Fall 2: Die Menge P besitzt zwei Eckpunkte p1 und p2 , wobei o.E. px2 � px1sei. Diese Einschr�ankung ist erforderlich, da bei den nachfolgenden Aussagendie Lage der Punkte im Raum von entscheidender Bedeutung ist. Gilt px2 < px1 ,so ersetze im folgenden p1 durch p2 und umgekehrt.) 9r 2 R2mit krk2 = 1 wobei r = � cos�sin� � (� 2 [0; �]) und r?P:Es sind nun vier F�alle zu unterscheiden:Fall 2.1: 9i1 < i2 < i3 < i4 mit ik 2 f1; : : : ; 2Mg; k = 1; : : : ; 4mit qi1 = y(r; AM ); qi2 = y(r; AM ); qi3 = y(�r; AM ); qi4 = y(�r; AM )Wir betrachten die Situation:uu uAAAA���� u uu@@@@AAAA@@ AAAAAAAAA uup1�� (( ����AM p2qi2 qi1qi4qi3 r���*Nun gilt: _i3>i>i2 qi + p2 2 int(AM + P ) (3.6)



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 52_i4<i;i<i1 qi + p1 2 int(AM + P ) (3.7)qi2 + p2 2 co(fqi2 + p1; qi1 + p2g) (3.8)qi1 + p1 2 co(fqi2 + p1; qi1 + p2g) (3.9)qi3 + p2 2 co(fqi3 + p1; qi4 + p2g) (3.10)qi4 + p1 2 co(fqi3 + p1; qi4 + p2g): (3.11)Zun�achst zeigen wir die Richtigkeit der Aussage 3.8. Die Behauptungen 3.9,3.10 und 3.11 lassen sich auf �ahnliche Weise zeigen:qi2 + p2 2 co(qi2 + p1; qi1 + p2), _l2@B1(0) < l; qi2 + p2 >� ��(l; co(fqi2 + p1; qi1 + p2g)), _l2@B1(0) < l; qi2 + p2 >� max(< l; qi2 + p1 >;< l; qi1 + p2 >):Wir m�ussen jetzt zwei F�alle unterscheiden:a) Sei l = � cos �sin � � mit � � � � �+ � .Somit ergibt sich folgende Situation:QQQQQQQQQQQQQs p2p1 �����7 riAAAAAAK l) �� ssEs gilt nun: < l; p2 >� < l; p1 > : (3.12)Diese Aussage erhalten wir wie folgt:< l; p2 >� < l; p1 >, < l; p2 � p1 > � 0, klk2kp2 � p1k2 � cos( 6 (l; p2 � p1)) � 0, cos(6 (l; p2 � p1)) � 0



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 53, �2 + � � � 2 [�2 ; 3�2 ], � 2 [�; �+ �]:Dies gilt nach Voraussetzung, also folgt die Aussage 3.12.Damit resultiert die nachfolgende Absch�atzung:< l; qi2 + p2 >= < l; qi2 > + < l; p2 > � < l; qi2 > + < l; p1 >= < l; qi2 + p1 > � max(< l; qi2 + p1 >;< l; qi1 + p2 >):b) Sei l = � cos �sin � � mit � 62 [�; �+ �] . Analog zu 3.12 l�a�t sich zeigen:< l; qi2 > < < l; qi1 > :Damit erhalten wir die folgende Absch�atzung:< l; qi2 + p2 >= < l; qi2 > + < l; p2 ><< l; qi1 > + < l; p2 >= < l; qi1 + p2 >� max(< l; qi2 + p1 >;< l; qi1 + p2 >):Somit ist die Behauptung 3.8 gezeigt.Wir zeigen nachfolgend die Aussage 3.6 und weisen darauf hin, da� sich 3.7analog zeigen l�a�t: _i3>i>i2 qi + p2 2 int(AM + P ), _l2@B1(0) _i3>i>i2 < l; qi + p2 > < ��(l; AM ) + ��(l; P ), _l2@B1(0) _i3>i>i2 < l; qi + p2 > < maxj=1;:::;2M < l; qj > +maxj=1;2 < l; pj > :Wir betrachten nun die Negation dieser Aussage:^l2@B1(0) ^i2<i<i3 < l; qi > + < l; p2 >� maxj=1;:::;2M < l; qj > +maxj=1;2 < l; pj >(3.13)Da < l; qi >� maxj=1;:::;2M < l; qj >und < l; pi >� maxj=1;2 < l; pj >mu� gelten:^l2@B1(0) ^i2<i<i3 < l; qi > + < l; p2 > = maxj=1;:::;2M < l; qj > +maxj=1;2 < l; pj > :



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 54) 9l 2 @B1(0) und 9i mit i2 < i < i3 mit folgenden Eigenschaften:l = � cos �sin � � � 2 [0; 2�] (3.14)< l; qi > = maxj=1;:::;2M < l; qj > und (3.15)< l; p2 > = maxj=1;2 < l; pj > : (3.16)Aus 3.16 folgt: maxj=1;2 < l; pj � p2 > = 0: (3.17)Wegen 3.17 mu� nun gelten: < l; p1 � p2 >� 0:Wir nehmen zun�achst an, da� � 2]�; � + �[ . In diesem Fall ist der Winkel6 (p1 � p2; l) < �2 und somit < l; p1 � p2 >> 0. Dies ist ein Widerspruch zu3.17.F�ur � 62]�; � + �[ ist der Zwischenwinkel 6 (p1 � p2; l) � �2 und demzufolge< l; p1 � p2 >� 0. Das in 3.14 gew�ahlte l besitzt also folgende Eigenschaft:l = � cos �sin � � mit � 62]�; �+ �[: (3.18)F�ur eine Richtung l mit dieser Eigenschaft gilt:maxj=1;:::;2M < l; qj � qi > > 0: (3.19)Um dies zu beweisen, zeigt man, da� f�ur dieses l entweder < l; qi3 � qi > > 0ist, oder < l; qi2�qi > > 0 erf�ullt ist. Betrachte hierzu nachfolgende Situation,die durch Drehung immer erreichbar ist:uqi3 u"""""""" uHHHHHHHHH qi2�����SSSo qin1n2 �Dabei ist n1 = � cos �1sin �1 � der Normalenvektor auf qi2qi , n2 = � cos �2sin �2 �der Normalenvektor auf qi3qi und  der orientierte Zwischenwinkel gegen denUhrzeigersinn zwischen den Vektoren qi2 � qi und qi3 � qi .Es folgt:



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 551. � < �1 , sonst w�are der Punkt qi als Punkt qi2 gew�ahlt worden.2. �+ � > �2 , sonst w�are der Punkt qi als Punkt qi3 gew�ahlt worden.3. 0 <  < � , denn sonst g�abe es einen Widerspruch zur Wahl der Punkteqi2; qi3; qi . Es folgt unter Ber�ucksichtigung von + (�2 � �1) = �, �2 � �1 = � � ;da� die nachfolgende Beziehung erf�ullt ist:�2 > �1:Nehmen wir nun an, da� sowohl < l; qi3 � qi >� 0 als auch < l; qi2 � qi >� 0ist, so ergibt sich:6 ( ~qi2 � ~qi; l) � �2 ) �1 + � � � � �16 ( ~qi3 � ~qi; l) � �2 ) �2 � � � � � �2 � =) � 2 [�1; �2]:Dies ist ein Widerspruch zu 3.18, da aufgrund (1)-(3) gilt:[�1; �2] �]�; �+ �[:Somit folgt die Aussage 3.19. Dieses Resultat widerspricht 3.15. Somit war dieAnnahme 3.13 falsch, womit die G�ultigkeit von 3.6 gezeigt ist. Mit 3.6-3.11 folgtnun:anz(AM+1) = ma�aip = 2(2M )�(4+(2M�4)) = 4M�2M = 2M < 2(M+1)Hierbei bezeichnet ma die maximal m�ogliche Eckenzahl der Menge AM+1 . DieAnzahl der Punkte, die keine Eckpunkte sind, wird mit aip bezeichnet. ma alsEckenzahl erg�abe sich, falls alle Punkte qi + pj (j = 1; 2; i = 1; : : : ; 2M ) neueEckpunkte w�aren. Nach den Resultaten 3.8-3.11 sind jedoch vier Punkte keineEckpunkte der Menge AM+1 und nach 3.6 sowie 3.7 2M � 4 Punkte innerePunkte.Fall 2.2: 9 i1 < i2 mit ik 2 f1; : : : ; 2Mg k = 1; 2 und 6 9i3 2 f1; : : : ; 2Mg nfi1; i2gmit qi1 = y(r; AM ); qi2 = y(�r; AM ); qi3 = y(r; AM ) oder qi3 = y(�r; AM )Nun folgt analog zu 3.6 und 3.7:_i2>i>i1 qi + p2 2 int(AM + P )_i2<i;i<i1 qi + p1 2 int(AM + P ):



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 56Somit giltanz(AM+1) = ma � aip = 2(2M )� (2M � 2) = 2(M + 1):Fall 2.3: 9 i1 < i2 < i3 mit ik 2 f1; : : : ; 2Mg; k = 1; 2; 3 und6 9i4 2 f1; : : : ; 2Mg n fi1; i2; i3gmit qi1 = y(r; AM ); qi2 = y(r; AM ); qi3 = y(�r; AM ); qi4 = y(�r; AM ):In diesem Fall erhalten wir wie in 3.6, 3.7, 3.8 und 3.9:_i3>i>i2 qi + p2 2 int(AM + P )_i3<i;i<i1 qi + p1 2 int(AM + P )qi2 + p2 2 co(fqi2 + p1; qi1 + p2g)qi1 + p1 2 co(fqi2 + p1; qi1 + p2g):Es ergibt sich auf diese Weise die nachfolgende Absch�atzung:anz(AM+1) = ma � aip = 4M � ((2M � 3) + 2) = 2M + 1 < 2(M + 1):Fall 2.4: 9 i1 < i2 < i3 mit ik 2 f1; : : : ; 2Mg; k = 1; 2; 3 und6 9i4 2 f1; : : : ; 2Mg n fi1; i2; i3gmit qi1 = y(r; AM ); qi2 = y(�r; AM ); qi3 = y(�r; AM ); qi4 = y(r; AM ):In diesem Fall erhalten wir wie in 3.6, 3.7, 3.10 und 3.11:_i2>i>i1 qi + p2 2 int(AM + P )_i3<i;i<i1 qi + p1 2 int(AM + P )qi2 + p2 2 co(fqi2 + p1; qi3 + p2g)qi3 + p1 2 co(fqi2 + p1; qi3 + p2g):Es ergibt sich auf diese Weise die nachfolgende Absch�atzung:anz(AM+1) = ma � aip = 4M � ((2M � 3) + 2) = 2M + 1 < 2(M + 1):Insgesamt haben wir somit 3.5 gezeigt und damit den Induktionsschritt. 2



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 57Satz 3.3.2: Berechnen wir auf der Grundlage von Summenformeln der FormNXi=0 aico(F (ti))eine N�aherung f�ur ein Aumannintegral der GestaltbZa F (t)dt = bZa � x1(t)x2(t) � [c; d]dt ;so ben�otigen wir dazu einen Zeitaufwand von O(N2 logN ) f�ur N � 4 .Beweis. Diese Laufzeitschranke folgt unmittelbar aus Satz 3.3.1 sowie Satz1.1.4. Sei t die erforderliche Laufzeit und bj (j = 1; : : : ; N ) die Anzahl derPunkte der Menge j�1Xi=0 aico(F (ti)) + ajco(F (tj)) =: A +B :Die Menge B besitzt h�ochstens zwei Eckpunkte und die Menge A nach 3.3.1h�ochstens 2j Ecken. Damit hat die Menge A + B maximal 2 � 2j Punkte.Hierbei ist zu ber�ucksichtigen, da� die Menge A bei geeigneter Umsetzung derSummenformel nur noch aus Eckpunkten besteht. Wir ben�otigen folglich zurErmittlung der Eckpunkte der konvexen H�ulle der Menge A+B einen Aufwandvon O(4j log 4j). Der Zeitaufwand, der zur L�osung des Problems anf�allt, setztsich zusammen aus der Zeit Tkonv , die zur Bestimmung der konvexen H�ullenerforderlich ist, und der ben�otigten Zeit f�ur das Skalieren Tskal und das AddierenTadd von Mengen. Somit gilt die Absch�atzung:t = Tkonv + Tskal + Tadd � c1 NXi=1 bi log bi + c2(N + 1) + c3 NXi=1 2 � 2i� c4(N2 log 4 + N2 logN ) + c2(N + 1) + 4c3N2 � c5N2 logN: 3



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 58Wir wenden im folgenden die Treppen-, Trapez- und Simpsonregel zur Appro-ximation von Aumannintegralen auf drei charakteristische Beispiele an:3.4 Beispiel 1Wir betrachten zun�achst das IntegralZI=[0;1] � 0 e��1e2��1 e2��1 � [�1; 1]2d�:Dieses Integral ist zu berechnen, falls man die erreichbare Menge zum Zeitpunktt = 1 bei der folgenden linearen Di�erentialinklusion bestimmen m�ochte:y0(t) 2 � 1 �14 �3 � y(t) + � 1� t tet3� 2t (2t� 1)et � [�1; 1]2 80t 2 [0; 1];y(0) = � 00 � :F�ur das Fundamentalsystem erhalten wir�(t; � ) = � 2(t� � ) + 1 � � t4(t� � ) �(2(t � � )� 1) � e��t:Mit den Bezeichnungen aus Kapitel 0 resultiert:~F (t; � ) �B(� ) = � (1� t)e��t te2��t(�2t+ 3)e��t (2t � 1)e2��t � :Betrachten wir den Endzeitpunkt t = 1, so mu�F (t) = ~F (1; � ) = �(1; � ) �B(� ) = � 0 e2��1e��1 e2��1 �sein. Da die exakte L�osung f�ur das Integral nicht bekannt ist, berechnen wirzun�achst durch Anwendung der Simpsonregel mit einem Diskretisierungspara-meter N = 20000 eine Referenzl�osung ~L . F�ur verschiedene Diskretisierungs-parameter N approximieren wir die L�osungsmenge und bestimmen jeweils denHausdor�abstand zu ~L . Wie in 3.2 angegeben, wird die Konvergenzordnung desbenutzten Verfahrens abgesch�atzt. Da der Aufwand zur Bestimmung des Inte-grals wesentlich von der Anzahl der Eckpunkte der konvexen Menge abh�angigist, ermitteln wir die Zahl dieser Punkte. Um ein Ma� f�ur den anfallenden Zeit-aufwand zu bekommen, �uberlegen wir uns, da� dieser im wesentlichen von derZeit bestimmt wird, welche bei der Ermittlung der konvexen H�ullen ben�otigtwird. Die Zeit, die zur Addition oder Skalierung von Mengen gebraucht wird,



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 59sowie die zur Bestimmung der Eckpunkte der Menge aico(F (ti)) (i = 0; : : : ; N )lassen wir dabei au�er acht. Dies ist m�oglich, da letztere Menge durch die An-gabe ihrer Eckpunkte intern repr�asentiert wird. Bezeichnet Ni (i = 1; : : : ; N�1)die Anzahl der Punkte der MengeiXj=0 ajco(F (tj)) + ai+1co(F (ti+1)) =: Ai;so ist zur Bestimmung der Eckpunkte der Menge Ai ein Aufwand vonO(Ni log(Ni)) erforderlich (vgl. 1.1.4). Da die Ecken der Mengen A1; : : : ; AN�1zur Ermittlung der approximierenden L�osungsmenge bestimmt werden m�ussen,ist ein Aufwand von N�1Xi=1 O(Ni log(Ni))erforderlich. Unter Vernachl�assigung einer Konstanten berechnen wir nunt = N�1Xi=1 Ni log(Ni)als ein Ma� f�ur die anfallende Zeit.Tabelle 3.1 gibt die Resultate f�ur den Fall wieder, da� die Treppenregel zurApproximation benutzt wurde.F�ur die Diskretisierungsparameter N = (2; 4; 6; 8; 10) ergeben sich die folgendenL�osungsmengen.
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Die �au�ere Menge ist dabei die Referenzl�osung und die Innerste, jene die zumDiskretisierungsparameter N = 2 geh�ort. Je gr�o�er der Diskretisierungspara-meter N gew�ahlt wird, desto n�aher liegt die zugeh�orige approximierende Menge



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 60an der Referenzl�osung. Gr�o�ere Parameter werden nicht ber�ucksichtigt, da indiesem Fall die Menge aufgrund der Zeichengenauigkeit mit der Referenzl�osungidentisch ist.Wir beobachten, da� alle N�aherungsl�osungen vier Eckpunkte besitzen, und mitHilfe des berechneten Hausdor�abstandes zu einer Referenzl�osung berechnenwir, wie in 3.2 angegeben, f�ur die Treppenregel eine Konvergenzordnung von 1.Diese Konvergenzordnung war zu erwarten, da die Treppenregel bei der Appro-ximation von gew�ohnlichen Integralen ebenfalls eine Konvergenzordnung von1 besitzt, falls z.B. f 2 C1[a; b] ist. Um die Konvergenzordnung theoretischbegr�unden zu k�onnen, m�u�ten wir tiefer in die Theorie der St�utzfunktioneneinsteigen. In dieser Arbeit wird nicht n�aher darauf eingegangen. Wir wei-sen jedoch darauf hin, da� die Konvergenzordnung der einzelnen Verfahren beidiesem Aumannintegral sowie f�ur die nachfolgend betrachteten Integrale in [3]theoretisch begr�undet wird. Nach [3] mu� man, um eine bestimmte Konver-genzordnung zu erreichen, geeignete Forderungen an die St�utzfunktion selbststellen. Diese betre�en vor allem die Di�erenzierbarkeit der St�utzfunktion so-wie die Glattheit ihrer Ableitung.Wie Tabelle 3.2 zu entnehmen ist, besitzt bei Anwendung der Trapezsumme(0.1) jede Approximierende vier Eckpunkte. Dar�uber hinaus beobachten wireine Konvergenzordnung von zwei. In diesem Fall ist diese Ordnung wiederummit Hilfe der Eigenschaften der St�utzfunktion sowie deren Ableitung erkl�arbar.Wir wissen, da� die Simpsonregel bei der Bestimmung eines Riemannintegrals,falls f auf [a; b] gen�ugend oft di�erenzierbar ist (vgl. [18]), die Grundlage f�urein Verfahren der Ordnung 4 bildet. Im mengenwertigen Fall sch�atzen wir f�urobiges Beispiel ebenfalls eine Konvergenzordnung von 4. Die einzelnen Ergeb-nisse veranschaulicht Tabelle 3.3.Bemerkung: Wesentlich f�ur die Durchf�uhrung des Algorithmus von Grahamist die Bestimmung der Determinante aus 2.2.1. F�ur eine 3�3 Matrix kann dieszum einen | wie implementiert| mit Hilfe einer QR-Zerlegung nach Househol-der geschehen ([18], S. 181-184 ) und zum anderen mit der Sarrus-Regel ([12], S.99). Bei Verwendung der Sarrus-Regel ergibt sich bei Benutzung der Simpson-Regel die Tabelle 3.4. Vergleichen wir diese Ergebnisse mit den Resultaten, diewir durch Anwendung der QR-Zerlegung erhalten haben, so ist zu beobachten,da� sich die berechneten L�osungsmengen hinsichtlich der Genauigkeit in Bezugzu einer Referenzl�osung nicht unterscheiden. Die Anzahl der Eckpunkte der ap-proximierenden Mengen ist jedoch im zweiten Fall h�oher. Hieraus ergibt sich einh�oherer Aufwand bei der Bestimmung der N�aherungsl�osung. Der Grund hierf�urist darin zu sehen, da� die Sarrus-Regel bei fast linear abh�angigen Zeilen nume-risch instabiler ist als die Householder-Zerlegung. Liegen also drei Punkte aufeiner Geraden, so erkennen wir dies mit Hilfe der QR-Zerlegung besser. 3



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 61Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0004 44.36 0.803777567151 ||||{0004 0004 133.08 0.437848155392 ||||{0006 0004 221.81 0.300044198908 0.9321205993530008 0004 310.53 0.228101244713 0.9407563144200010 0004 399.25 0.183956120145 0.9463971327220016 0004 665.42 0.116357072845 0.9559358625120020 0004 842.87 0.093455105358 0.9595840863220030 0004 1286.48 0.062631889195 0.9651072993610040 0004 1730.10 0.047097120075 0.9683291729860050 0004 2173.71 0.037736837488 0.9705062495690060 0004 2617.32 0.031480221988 0.9721063135290070 0004 3060.94 0.027003164573 0.9733482111990080 0004 3504.55 0.023640971035 0.9743497211770090 0004 3948.17 0.021023323877 0.9751805882900100 0004 4391.78 0.018927563253 0.9758850950280200 0004 8827.92 0.009478568244 0.9797587826040300 0004 13264.06 0.006322331437 0.9815392708270400 0004 17700.21 0.004742980807 0.9826360785800500 0004 22136.35 0.003794976116 0.9834062809551000 0004 44317.06 0.001898079529 0.9854329593412000 0004 88678.48 0.000949187632 0.9870326269813000 0004 133039.90 0.000632824614 0.9878190066194000 0004 177401.32 0.000474630783 0.9883225408345000 0004 221762.74 0.000379710541 0.98868577311710000 0004 443569.83 0.000189861185 0.98968414033815000 0004 665376.93 0.000126575438 0.99019113729020000 0004 887184.03 0.000094932071 0.990521838007100000 0004 4436097.59 0.000018986651 0.992026983271Tabelle 3.1: Ergebnisse bei Anwendung der unteren Treppenregel



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 62Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0004 88.72 0.145812678941 ||||{0004 0004 177.45 0.036880258074 ||||{0006 0004 266.17 0.016427107941 1.9946069012680008 0004 354.89 0.009247343569 1.9957378557120010 0004 443.61 0.005920405237 1.9963876462900016 0004 709.78 0.002313550214 1.9973342171190020 0004 887.23 0.001480803959 1.9976485054490030 0004 1330.84 0.000658192973 1.9980780586450040 0004 1774.46 0.000370244944 1.9983048147040050 0004 2218.07 0.000236960141 1.9984489398080060 0004 2661.69 0.000164556927 1.9985505078870070 0004 3105.30 0.000120899531 1.9986269431150080 0004 3548.91 0.000092563984 1.9986871343910090 0004 3992.53 0.000073137127 1.9987361325180100 0004 4436.14 0.000059241161 1.9987770400000200 0004 8872.28 0.000014810361 1.9989925142810300 0004 13308.43 0.000006582388 1.9990869254310400 0004 17744.57 0.000003702595 1.9991438971670500 0004 22180.71 0.000002369661 1.9991834324071000 0004 44361.42 0.000000592415 1.9992859033972000 0004 88722.84 0.000000148104 1.9993655239653000 0004 133084.26 0.000000065824 1.9994043626174000 0004 177445.68 0.000000037026 1.9994291364475000 0004 221807.10 0.000000023697 1.99944700081810000 0004 443614.20 0.000000005924 1.99949562320215000 0004 665421.29 0.000000002633 1.99952027782720000 0004 887228.39 0.000000001481 1.999537735412100000 0004 4436141.96 0.000000000060 1.999177863044Tabelle 3.2: Resultate bei Anwendung der Trapezregel f�ur das erste Beispiel



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 63
Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0004 88.72 0.008390811720 ||||{0004 0004 177.45 0.000570052178 ||||{0006 0004 266.17 0.000114425969 3.9603897095390008 0004 354.89 0.000036410923 3.9686507588380010 0004 443.61 0.000014953226 3.9734122487310016 0004 709.78 0.000002288212 3.9803648643030020 0004 887.23 0.000000937871 3.9826768547830030 0004 1330.84 0.000000185379 3.9858389040410040 0004 1774.46 0.000000058669 3.9875088337330050 0004 2218.07 0.000000024033 3.9885703204930060 0004 2661.69 0.000000011591 3.9893182726400070 0004 3105.30 0.000000006257 3.9898809300670080 0004 3548.91 0.000000003668 3.9903236430590090 0004 3992.53 0.000000002290 3.9906836440350100 0004 4436.14 0.000000001502 3.9909838504140200 0004 8872.28 0.000000000094 3.9925219804820300 0004 13308.43 0.000000000019 3.9930237837300400 0004 17744.57 0.000000000006 3.9929176823240500 0004 22180.71 0.000000000002 3.9922604236520600 0004 26616.85 0.000000000001 3.9906657396270700 0004 31052.99 0.000000000001 3.9884204278950800 0004 35489.14 0.000000000000 3.9847047421740900 0004 39925.28 0.000000000000 3.9784055537011000 0004 44361.42 0.000000000000 3.971789589987Tabelle 3.3: Resultate bei Anwendung der Simpsonregel f�ur das erste Beispiel



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 64
Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0005 88.72 0.008390811720 ||||{0004 0007 243.99 0.000570052178 ||||{0006 0005 379.37 0.000114425969 3.9603897095390008 0006 386.00 0.000036410923 3.9686507588380010 0004 617.92 0.000014953226 3.9734122487310016 0008 1251.59 0.000002288212 3.9803648643030020 0008 1544.83 0.000000937871 3.9826768547830030 0010 2512.78 0.000000185379 3.9858389040410040 0007 3825.76 0.000000058669 3.9875088337330050 0008 4867.44 0.000000024033 3.9885703204930060 0010 6009.09 0.000000011591 3.9893182726400070 0007 7186.28 0.000000006257 3.9898809300670080 0009 9173.62 0.000000003668 3.9903236430590090 0009 9901.95 0.000000002290 3.9906837063280100 0012 11306.16 0.000000001502 3.9909838504140200 0010 30626.78 0.000000000094 3.9925219804820300 0009 46865.98 0.000000000019 3.9930237837300400 0011 65023.10 0.000000000006 3.9929340565840500 0013 88333.43 0.000000000002 3.9922983735640600 0011 113871.85 0.000000000001 3.9905155699500700 0012 129808.98 0.000000000001 3.9881541020410800 0012 153837.33 0.000000000000 3.9847047421740900 0013 182952.14 0.000000000000 3.9784055537011000 0014 210628.15 0.000000000000 3.970848748975Tabelle 3.4: Ergebnisse bei Verwendung der Simpsonregel zur Approximationdes Integrals und der Sarrus-Regel f�ur die Ermittlung der Determinaten



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 653.5 Beispiel 2Im folgenden wenden wir die drei Quadraturformel auf ein Beispiel an, das vonVeliov in [20] vorgestellt worden ist. Dabei wird sich herausstellen, da� dieSimpsonregel nur noch eine Konvergenzordnung von 2 besitzt. Wir betrachtendas lineare Kontrollproblem:y0(t) 2 � 0 10 0 � y(t) + � 01 � [�1; 1] 80t 2 [0; 1];y(0) = � 00 � :Als Fundamentalsystem ergibt sich�(t; � ) = � 1 t� �0 1 � ;und die erreichbare Menge zum Zeitpunkt t = 1 errechnet sich aus1Z0 � 1� �1 � [�1; 1]d�:Mit Hilfe geeigneter Konvergenzs�atze (vgl. [3]) k�onnen wir aufgrund der Eigen-schaften der St�utzfunktion sowie deren Ableitungen bei diesem Beispiel h�och-stens eine Konvergenz zweiter Ordnung erwarten. In den Tabellen 3.5, 3.6 und3.7 �nden wir die Resultate bei Verwendung der Treppen-, Trapez- und Simp-sonregel. Die Referenzl�osung ist mit Hilfe der Trapezregel und einem Diskreti-sierungsparameter von N = 2000 bestimmt worden. Hierbei ist zu beobachten,da� die obere Schranke f�ur die Anzahl der Eckpunkte, wie sie in 3.3.1 theoretischvorhergesagt worden ist, bei Verwendung der angegebenen Regeln angenommenwird. Als L�osungsmengen berechnen wir mit Hilfe der Simpsonregel und denDiskretisierungsparametern N = 2; 4; 6; 8; 10 und 100 die in Abbildung 3.1dargestellten konvexen Mengen. Die Treppenregel liefert f�ur dieses Beispiel einVerfahren der Ordnung 1 und die Trapezsumme eines der Ordnung 2. Bei Ver-wendung der Simpsonregel ergibt sich eine Reduktion der Konvergenzordnungvon 4 auf 2. Dies ist damit zu begr�unden, da� die St�utzfunktion��(l; �(1; � )� 01 � [�1; 1]) = j(1� �; 1)ljnur absolut stetig ist, und ihre Ableitung von beschr�ankter Variation gleichm�a�igf�ur alle l 2 Rn mit klk2 = 1 ist.



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 66Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0004 5.55 0.250000000000 ||||{0004 0008 52.00 0.125000000000 ||||{0006 0012 156.28 0.083333333333 1.0000000000000008 0016 325.85 0.062500000000 1.0000000000000010 0020 565.76 0.050000000000 1.0000000000000016 0032 1742.18 0.031250000000 1.0000000000000020 0040 2932.33 0.025000000000 1.0000000000000030 0060 7432.36 0.016666666667 1.0000000000000040 0080 14236.77 0.012500000000 0.9999999999990050 0100 23464.05 0.010000000000 0.9999999999990060 0120 35205.28 0.008333333333 0.9999999999990070 0140 49534.48 0.007142857143 0.9999999999990080 0160 66514.03 0.006250000000 0.9999999999990090 0180 86197.88 0.005555555556 0.9999999999990100 0200 108633.53 0.005000000000 0.9999999999990200 0400 492097.85 0.002500000000 0.9999999999980300 0600 1181962.68 0.001666666667 0.9999999999970400 0800 2194983.64 0.001250000000 0.9999999999970500 1000 3542853.39 0.001000000000 0.9999999999960600 1200 5234584.55 0.000833333333 0.9999999999960700 1400 7277518.06 0.000714285714 0.9999999999960800 1600 9677849.57 0.000625000000 0.9999999999930900 1800 12440940.00 0.000555555556 0.9999999999931000 2000 15571514.48 0.000500000000 0.9999999999942000 4000 67861629.31 0.000250000000 0.999999999998Tabelle 3.5: Approximation des zweiten Aumannintegrals mittels der unterenTreppenregel



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 67
Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0006 22.18 0.060684671912 ||||{0004 0010 96.36 0.015504380487 ||||{0006 0014 232.55 0.006919088667 1.9899086617160008 0018 436.75 0.003898334983 1.9917459093200010 0022 713.32 0.002496688656 1.9929889238460016 0034 2008.35 0.000976018156 1.9948120426020020 0042 3282.90 0.000624733623 1.9954497745030030 0062 8006.86 0.000277273197 1.9970562068290040 0082 15048.79 0.000156204150 1.9967618504260050 0102 24523.72 0.000099719961 1.9980420398170060 0122 36520.64 0.000069353518 1.9976221275290070 0142 51112.22 0.000050802232 1.9987896804350080 0162 68359.90 0.000038999230 1.9979542299660090 0182 88316.88 0.000030713205 1.9990861036900100 0202 111030.11 0.000024923109 1.9985494203090200 0402 497445.54 0.000006215993 1.9994136937270300 0602 1190470.77 0.000002754329 2.0001685786530400 0802 2206788.05 0.000001499970 2.0071858629180500 1002 3558055.20 0.000000982943 2.0019581952920600 1202 5253264.29 0.000000679489 2.0027984494260700 1402 7299742.71 0.000000494908 2.0043931503890800 1602 9703676.47 0.000000373583 2.0069564665410900 1802 12470419.28 0.000000294070 2.0074985984831000 2002 15604690.68 0.000000242657 2.003995695630Tabelle 3.6: Approximation des zweiten Aumannintegrals mit der Trapezsumme



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 68
Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0006 22.18 0.073514219909 ||||{0004 0010 96.36 0.020188477327 ||||{0006 0014 232.55 0.008827717043 2.0401646408760008 0018 436.75 0.004949257154 2.0282481936730010 0022 713.32 0.003201757414 2.0096374407980016 0034 2008.35 0.001279272993 1.9900680169930020 0042 3282.90 0.000811936509 1.9966257288710030 0062 8006.86 0.000355947930 2.0041077872660040 0082 15048.79 0.000203736844 1.9960339891460050 0102 24523.72 0.000126859769 2.0072564031550060 0122 36520.64 0.000089862356 1.9994415807790070 0142 51112.22 0.000061640565 2.0234593423990080 0162 68359.90 0.000051092239 1.9959175705070090 0182 88316.88 0.000038523886 2.0110994221550100 0202 111030.11 0.000031470255 2.0080999784890200 0402 497445.54 0.000008137342 1.9980464588540300 0602 1190470.77 0.000003487865 2.0066244916530400 0802 2206788.05 0.000002030304 1.9987712388500500 1002 3558055.20 0.000001321518 1.9953314330350600 1202 5253264.29 0.000000876228 2.0047350453830700 1402 7299742.71 0.000000731465 1.9798637904460800 1602 9703676.47 0.000000556133 1.9816884681960900 1802 12470419.28 0.000000410002 1.9948781765111000 2002 15604690.68 0.000000320047 2.001672448684Tabelle 3.7: Approximation des zweiten Aumannintegrals mit der Simpsonregel



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 69
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Abbildung 3.1: L�osungsmengen f�ur die Diskretisierungsparameter N =2; 4; 6; 8; 10; 100



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 703.6 Beispiel 3Wir betrachten nun ein Beispiel, bei dem alle Verfahren die gleiche Konver-genzordnung besitzen, und bei der die Anzahl der Ecken der approximierendenL�osungsmenge jeweils dem Diskretisierungsparameter entspricht.Dieses Beispiel wurde von Veliov in [21] diskutiert. Er begr�undet in dieserVer�o�entlichung geometrisch, warum bei Verwendung der Simpsonregel lediglicheine Konvergenzordnung von 2 zu erwarten ist. Wir untersuchen im folgendendas Integral 2�Z0 A(t)[�1; 1]dt= 2�Z0 � sin(t)cos(t) � [�1; 1]dt:Als exakte L�osung f�ur das Aumannintegral erhalten wir den Kreis 4B1(0). Beider Berechnung des Fehlers mu� folglich keine Referenzmenge bestimmt werden.Damit werden unsere gesch�atzten Fehlerwerte genauer. Der Fehler l�a�t sich nunwie folgt berechnen:haus(P;Q) = supklk2=1 j��(l; P )� ��(l; Q)j = supklk2=1 j��(l; P )� ��(l; 4B1(0))j =supklk2=1 j��(l; P )� 4klk2j � maxj=0;:::;M�1 j maxi=1;:::;r < lj ; pi > �4:0j:Dabei sind die lj (j = 0; : : : ;M � 1) wie in 3.1.3 beschrieben gew�ahlt. Beidiesem Beispiel wollen wir uns zun�achst einmal anschauen, welche Mengen imZuge einer Approximation auftreten. Wir bestimmen dazu eine N�aherung mitHilfe der Trapez- bzw. Simpsonregel und einem Diskretisierungsparameter vonN = 10. In diesen F�allen sind jeweils zehn Mengenadditionen erforderlich.Die Abbildungen 3.2 und 3.3 veranschaulichen, welche Mengen bei der i-ten(i = 1; : : : ; 10) durchgef�uhrten Mengensummation addiert werden, und welcheMenge sich in diesem Schritt aus der Addition ergibt. Wir beobachten, da� injedem Schritt zu einer konvexen Menge eine Strecke addiert wird, welche durchden Ursprung geht. Auf diese Weise resultiert eine Menge, die die vorherigeMenge enth�alt. Die Menge bl�aht sich Schritt f�ur Schritt immer weiter auf, bisdie Menge im letzten Schritt skaliert wird. Benutzen wir die Simpsonregel zurApproximation des Aumannintegrales und variieren die Diskretisierungspara-meter, so ergeben sich f�ur die Parameter N = 2; 4; 6; 8; 10;100 die in Abbildung3.4 dargestellten Mengen. Die Tabellen 3.8, 3.9 und 3.10 geben Auskunft �uberdie numerischen Ergebnisse.Bemerkung: Bei diesem Beispiel beobachten wir sowohl f�ur die Treppenregelals auch f�ur die Trapezregel eine Konvergenzordnung von 2. Die Konvergenz-ordnung von 2 f�ur die Treppenregel ist damit zu begr�unden, da� bei diesem



Kapitel 3. Anwendung der Algorithmen in der Ebene 71Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0002 5.55 4.000000000000 ||||{0004 0004 38.82 0.858407346410 ||||{0006 0006 111.64 0.372401271532 2.0596267669370008 0008 229.45 0.207762204126 2.0467291984010010 0010 395.93 0.132468803814 2.0394526646830016 0016 1213.08 0.051536796109 2.0289938330060020 0020 2041.31 0.032952924981 2.0255510927470030 0030 5181.43 0.014632336938 2.0208639173680040 0040 9943.58 0.008228054583 2.0183962617290050 0050 16416.20 0.005265174909 2.0168296364500060 0060 24667.33 0.003656077313 2.0157262768440070 0070 34752.34 0.002685967333 2.0148962470990080 0080 46717.88 0.002056379006 2.0142427715680090 0090 60604.32 0.001624758225 2.0137109045450100 0100 76447.23 0.001316033847 2.0132669135400200 0200 348292.11 0.000328992225 2.0109288465320300 0300 839169.09 0.000146217430 2.0099046104140400 0400 1561635.73 0.000082247042 2.0092865702000500 0500 2524457.19 0.000052638029 2.0088576921191000 1000 11143755.85 0.000013159481 2.0077460821412000 2000 48747713.04 0.000003289869 2.006882199991Tabelle 3.8: Ergebnisse bei Anwendung der unteren Treppenregel beim drittenBeispielspeziellen Integral Treppenregel und Trapezregel identisch sind. Beachten wir,da� F (0) = F (2�), so gilt:ATrapezregel = h2 (F (0) + F (2�) + 2N�1Xi=1 F (ti)) =hF (0) + hN�1Xi=1 F (ti) = h � N�1Xi=0 F (ti) = ATreppenregel: 3
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Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0002 11.09 4.000000000000 ||||{0004 0004 55.45 0.858407346410 ||||{0006 0006 141.46 0.372401271532 2.0596267669370008 0008 273.81 0.207762204126 2.0467291984010010 0010 455.85 0.132468803814 2.0394526646830016 0016 1323.98 0.051536796109 2.0289938330060020 0020 2188.87 0.032952924981 2.0255510927470030 0030 5427.09 0.014632336938 2.0208639173680040 0040 10294.14 0.008228054583 2.0183962617290050 0050 16876.71 0.005265174909 2.0168296364500060 0060 25241.83 0.003656077313 2.0157262768440070 0070 35444.17 0.002685967333 2.0148962470990080 0080 47529.91 0.002056379006 2.0142427715680090 0090 61539.06 0.001624758225 2.0137109045450100 0100 77506.89 0.001316033847 2.0132669135390200 0200 350688.70 0.000328992225 2.0109288465310300 0300 843007.25 0.000146217430 2.0099046104170400 0400 1566983.42 0.000082247042 2.0092865702000500 0500 2531364.94 0.000052638029 2.0088576921331000 1000 11158957.66 0.000013159481 2.0077460821782000 2000 48780889.24 0.000003289869 2.006882199947Tabelle 3.9: Numerische Resultate bei Anwendung der Trapezregel beim drittenBeispiel
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Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0002 0002 11.09 4.000000000000 ||||{0004 0004 55.45 1.905604897607 ||||{0006 0006 141.46 0.372401271532 4.0264446341800008 0008 273.81 0.424643918221 2.1659235333510010 0010 455.85 0.132468803814 2.9097834357250016 0016 1323.98 0.103611932115 2.1004934827220020 0020 2188.87 0.066124884592 2.0883126946770030 0030 5427.09 0.014632336938 2.4166527027540040 0040 10294.14 0.016469678049 2.0633477507110050 0050 16876.71 0.005265174909 2.3325706092450060 0060 25241.83 0.007314830521 2.0541166116120070 0070 35444.17 0.002685967333 2.2935196045590080 0080 47529.91 0.004113604198 2.0489999205960090 0090 61539.06 0.001624758225 2.2698445477020100 0100 77506.89 0.002632414201 2.0456375935570200 0200 350688.70 0.000658006099 2.0375892053790300 0300 843007.25 0.000292439137 2.0340654682360400 0400 1566983.42 0.000164495436 2.0319395036620500 0500 2531364.94 0.000105276612 2.0304643193121000 1000 11158957.66 0.000026318997 2.0266409950002000 2000 48780889.24 0.000006579740 2.023669825595Tabelle 3.10: Numerische Resultate bei Anwendung der Simpsonregel zur Ap-proximation des Aumannintegrals beim dritten Beispiel
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Abbildung 3.4: Approximierende Mengen bei Verwendung der Simpsonregel undden Diskretisierungsparametern N = 2; 4; 6; 8; 10; 100



Kapitel 4Ermittlung konvexer H�ullen im IRnIn Kapitel 1 haben wir uns ausf�uhrlich mit Algorithmen besch�aftigt, welchees erm�oglichen, die konvexe H�ulle einer endlichen Punktemenge aus der Ebenezu bestimmen. In diesem Kapitel werden nun Algorithmen behandeln, die diekonvexe H�ulle von endlich vielen Punkten aus dem Rn berechnen k�onnen.Nach [7] ben�otigt ein optimaler Algorithmus zur Bestimmung der konvexenH�ulle von N Punkten aus dem Rn O(N logN +N bn=2c) Zeit. Dabei ist bn=2cdie gr�o�te ganze Zahl kleiner oder gleich n=2.F�ur die F�alle n = 2; 3 wurden schon vor l�angerer Zeit Algorithmen zur L�osungdes Problems entwickelt (vgl. Kapitel 2). In h�oheren Dimensionen blieb dasProblem l�angere Zeit ungel�ost. Vor gut zehn Jahren wurde von Seidel in [16] einAlgorithmus vorgestellt, der dieses Problem f�ur gerades n mit einem optimalenZeitaufwand l�osen konnte. Sp�ater entwickelte er einen Algorithmus f�ur beliebigeDimensionen n [17]. Dieser ben�otigte einen Zeitaufwand von O(N bn=2c logN ).Erst 1993 wurde von Bernhard Chazelle in [7] ein Algorithmus ver�o�entlicht,der f�ur beliebige Dimensionen n optimales Laufzeitverhalten besitzt.Im folgenden stellen wir zwei Ans�atze vor. Diese bilden in leichten Variationendie Grundlage f�ur die meisten bisher entwickelten Algorithmen zur Ermittlungder konvexen H�ulle einer endlichen Anzahl von Punkten aus dem Rn.4.1 Grundlegende De�nitionenZur Beschreibung der Ans�atze m�ussen wir zun�achst einige Begri�e erl�autern.De�nition 4.1.1:Sei MN := fpi 2 Rnji = 1; : : : ; Ng eine Menge von N (N 2 N) Punkten ausdem Rn. Im folgenden bezeichnen wir co(MN ) h�au�g als Polytop P .Ein Punkt p aus co(MN ) ist eine Ecke, falls es keine zwei verschiedene Punkte77



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 78x 2MN und y 2MN gibt, soda� p 2 co(fx; yg).Eine k-Fl�ache eines Polytops P ist die konvexe H�ulle von (k+1) verschiedenenEcken aus P (k � n � 1). Zus�atzlich bezeichnen wir eine (n-1)-Fl�ache alsFacette, eine (n-2)-Fl�ache als Subfacette, eine 1-Fl�ache als Kante und die 0-Fl�ache als Punkt. Die leere Menge ist eine (-1)-Fl�ache. 3Beispiel 4.1.2: Im folgenden Quader sind die Begri�e 0-Fl�ache, Subfacetteund Facette veranschaulicht. Hierbei ist zu beachten, da� im R3 1-Fl�achen undSubfacetten identisch sind. ��������� Facette�������9 qqq � 0-Fl�ache@@@R���	 Subfacette
De�nition 4.1.3:Sei MN := fpi 2 Rnji = 1; : : : ; Ng eine endliche Punktemenge.Die Punkte p1; : : : ; pN sind a�n unabh�angig, falls die (N-1) Vektorenp2� p1; : : : ; pN � p1 linear unabh�angig sind. Sind p1; : : : ; pN a�n unabh�angig,so bilden sie die a�ne Basis von MN . Ein d-Simplex ist die konvexe H�ulle von(d+1) a�n unabh�angigen Punkten. 3Beispiel 4.1.4: In nachfolgender Tabelle �ndet man in Abh�angigkeit von derRaumdimension n die Figur, die ein n-Simplex darstellt.Dimension Gebilde0 Punkt1 Gerade2 Dreieck3 TetraederDe�nition 4.1.5:Sei P 2 Rn ein Polytop.Ein Punkt p 2 Rn liegt diesseits einer Facette F � P , falls die a�ne H�ulleaff(F ) den Raum so in zwei Halbr�aume teilt, da� p und alle Fl�achen von Pim gleichen Halbraum liegen. Ist dies nicht der Fall, so liegt p jenseits von F .3



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 79Beispiel 4.1.6: F�ur n = 2 veranschaulicht nachfolgende Gra�k die Begri�ediesseits und jenseits liegend. Die Facette F ist in diesem Fall die Verbindungs-gerade zwischen zwei Punkten aus der Ebene.�����(((((HHHHHH��������������TTTTr r r rrrp liegt jenseits der Facette F p liegt diesseits der Facette FHH HHHHH P � F�����(((((HHHHHH��������������TTTTr r r rrr HH HHHHH P � F r pr p
Die Algorithmen aus Kapitel 1 haben eine vollst�andige Beschreibung der Um-randung geliefert, indem die Eckpunkte sortiert ausgegeben worden sind. Aufdiese Weise konnten die konvexen Mengen leicht gezeichnet werden. In h�oherenDimensionen gen�ugt es nun nicht mehr, die Punkte nach einem Sortierkriteriumzu sortieren und dann auszugeben. Die meisten Algorithmen f�ur h�ohere Dimen-sionen erzeugen eine komplette Beschreibung aller Fl�achen. Damit nimmt dieKomplexit�at und der Aufwand zur Speicherung der n�otigen Information zu.Nachfolgend werden als Ausblick zwei Ans�atze zur Bestimmung der konvexenH�ulle in beliebigen Dimensionen vorgestellt.4.2 Der Ansatz von CHAND/KAPURBei der Methode, die von CHAND/KAPUR 1970 erstmals vorgestellt und vonBHATTACHARYA 1982 analysiert wurde, bestimmt man zun�achst eine Facetteder konvexen H�ulle einer N -elementigen Punktemenge M = fp1; : : : ; pNg ausdem Rn. Anschlie�end arbeitet man sich von einer Facette zur Benachbarten.Zur Veranschaulichung stellen wir uns vor, wir wollten ein 3-dimensionales Ob-jekt in einen Papierbogen einwickeln. Hierzu mu� zun�achst eine Seite mit demPapier �uberdeckt und anschlie�end nach und nach eine weitere benachbarteSeite mit dem Papierbogen abgedeckt werden, bis letztlich jede Seite einmal�uberdeckt worden ist. Daher wird diese Methode auch als \Geschenkeinwick-lungsmethode" bezeichnet. Nach diesem Prinzip bestimmt der Algorithmus vonAKL (vgl. 1.5) die konvexe H�ulle einer Punktemenge in der Ebene.Ein Algorithmus, der auf diese Weise die konvexe H�ulle einer endlichen Anzahlvon Punkten bestimmt, l�auft nach folgendem Schema (vgl. [13], S. 131-136) ab:



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 801. Ermittle eine Facette F der konvexen H�ulle von M .2. Schiebe alle Subfacetten s1; : : : ; sl � F , l 2 N auf einen Stapel S1 .3. Lege die Facette F ebenfalls auf einen Stapel S2 .4. Solange Elemente auf dem Stapel S2 sind, wiederhole die Schritte (5)-(11).5. Ziehe ein Element E vom Stapel S2 ab.6. Ermittle die Subfacetten von E .7. F�ur alle Subfacetten s1; : : : ; sk , k 2 N , die E besitzt und die auf demStapel S1 stehen, f�uhre die Schritte (8)-(10) aus.8. Ermittle die Facette G , die mit E die Subfacette aus (7) gemeinsam hat.9. Ziehe all die Subfacetten vom Stapel S1 ab, die G enth�alt, und schiebealle Subfacetten der Nachbarfacette G , die noch nicht auf dem Stapelgespeichert waren, auf diesen Stapel.10. Schiebe die Nachbarfacette G auf den Stapel S2 .11. Schreibe die Information �uber die Facette E in ein File, oder gib diesedirekt am Bildschirm aus.Zur internen Darstellung der Facetten und Subfacetten benutzt man h�au�g soge-nannte Fl�achengrafen. Hierauf werden wir im n�achsten Abschnitt ausf�uhrlichereingehen. Mit Hilfe von (9) wird der Gesamtaufwand erheblich reduziert, daunn�otige Subfacetten nicht mehr auf den Stapel geschoben werden. Haben wirn�amlich ausgehend von einer Facette F �uber die Subfacette s die Nachbar-facette G bestimmt, so w�urde sp�ater die Facette F in (8) als Nachbarfacettevon G ermittelt werden, wenn wir G in (4) vom Stapel S2 abziehen. Dies isto�ensichtlich unn�otig und w�urde zu einer Endlosschleife f�uhren.Nach ([13], Theorem 3.14) gilt nun f�ur diesen Algorithmus nachfolgende Lauf-zeitabsch�atzung:Satz 4.2.1: Die konvexe H�ulle einer N-elementigen Punktemenge aus dem Rnkann mit Hilfe des Algorithmus von CHAND/KAPUR im schlimmsten Fall miteinem Aufwand von O(N bd=2c+1) + O(N bd=2c logN )bestimmt werden. 3



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 814.3 Der Algorithmus von KALLAYLange Zeit war die \Geschenkeinwicklungsmethode" die einzige bekannte Me-thode zur Bestimmung konvexer H�ullen von endlichen vielen Punkten aus demRn. Die Technik ist zwar in Hinblick auf ihre Laufzeit recht schnell, aber siehat den Nachteil, da� sie nicht online arbeitet.Nachfolgend stellen wir einen Ansatz von Kallay vor. Dieser arbeitet online.Die Grundlage f�ur den Algorithmus bildet nachfolgendes Theorem, da� vonMcMullen und Shephard 1971 aufgestellt wurde:Satz 4.3.1: Sei P ein Polytop, p 2 Rn und Q = co(P [ p) .Dann kann jede Fl�ache von Q folgenderma�en charakterisiert werden:1. Eine Fl�ache f 2 P ist genau dann auch eine Fl�ache von Q , wenn eineFacette F � P existiert, so da� f in F enthalten ist, und p diesseits vonF liegt.2. Sei f eine Fl�ache des Polytops P .Dann ist g = co(f [ p) genau dann eine Fl�ache von Q , falls(a) p 2 aff(f) oder(b) Es gibt mindestens eine Facette F1 in P , die f enth�alt, soda� pdiesseits von ihr liegt. Dar�uber hinaus gibt es mindestens eine FacetteF2 in P , die ebenfalls f enth�alt. p liegt jedoch jenseits von F2 . 3Beweis. Den Beweis �ndet der Leser in [11] auf Seite 113.Zur Illustration des Satzes 4.3.1 betrachten wir folgendes zweidimensionales Bei-spiel:Beispiel 4.3.2: Betrachte folgende Situation:HHHHHHhhhhhh�����QQQQQQQQ���������� rrr r rp5p1 p2 p3 p4P ZZ}���f1 f2-6f3 �� �� sp



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 82Die Punkte p1; : : : ; p6 aus der Ebene seien die Eckpunkte eines Polytops P . psei ein weiterer Punkt aus der Ebene. In diesem Fall folgt:� Die Facette f1 := co(fp1; p2g) erf�ullt die Bedingung 4.3.1.(1).� Die Facette f2 := co(fp3; p4g) gen�ugt der Bedingung 4.3.1.(2a).� Die Subfacette f3 := fp5g besitzt die Eigenschaften aus 4.3.1.(2b).Folglich sind nach obigen Satz die Fl�achen f1; co(ff2; pg) und co(ff1; pg) Fl�achendes Polytops Q = co(P [ p).Die Daten der konvexen H�ulle werden in Fl�achengraphen verwaltet. Diese sindwie folgt de�niert:De�nition 4.3.3:Sei V eine Knotenmenge und E eine Kantenmenge. So bezeichnet man das Paar(V;E) als Fl�achengraph der Dimension d, falls jedes v aus V eine n-Fl�achedarstellt (n = �1; 0; : : : ; d � 1) und f�ur jedes e aus E gilt: Ein zugeh�origerKnoten repr�asentiert eine (i-1)-Fl�ache f und der andere Knoten eine i-Fl�acheg mit f � g . 3Beispiel 4.3.4: Betrachten wir die konvexe H�ulle der Punkte p1; : : : ; p4 ausder Ebene: s ss aaaaa




aaaaaa,,,,,sp4 p1 p2p3Diese H�ulle wird durch den folgenden Fl�achengraph repr�asentiert:s s s ssss s s ;p1 p2 p3 p4co(p3; p4) co(p1; p4)co(p2; p3)co(p1; p2) \\\\����!!!!!!!!! aaaaaaaaa,,,,,,,,,,,, ,,,,,,XXXXXXXXXXXXXXXXXX (�1) � F l�achen(0) � F l�achen(1) � F l�achen���



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 83Innerhalb eines Programms kann ein Fl�achengraph der Dimension d durch ein-fach verkettete Listen L�1; L0; : : : ; Ld�1 dargestellt werden. Diese Datenstruk-tur unterscheidet sich von den doppelt verketteten Listen (siehe 2.5.1) dadurch,da� es keinen Zeiger auf den Vorg�angerknoten gibt. In der Liste Lj wird die In-formation �uber die j-Fl�achen gespeichert. Jedes Element in Lj entspricht dabeieiner Fl�ache f . Zu jeder Fl�ache f werden folgende Daten gespeichert:� BASE(f), die a�ne Basis der Fl�ache f , d. h. Information �uber die in fenthaltenen 0-Fl�achen, die diese Basis bestimmen.� SUPER(f), Zeiger auf all die (j+1)-Fl�achen, die die Fl�ache f enthalten.� SUB(f), Zeiger auf all die (j-1)-Fl�achen, die die Fl�ache f enth�alt.� FACETT(f), Zeiger auf die Facetten, die die Fl�ache f enthalten.Der Algorithmus setzt nun voraus, da� die konvexe H�ulle von k 2 N Punk-ten p1; : : : ; pk bekannt ist und in Form eines Fl�achengraphen F1 hinterlegtist. Bei Hinzunahme eines Punktes pk+1 wird die konvexe H�ulle der Punktep1; : : : ; pk+1 berechnet und in einem Fl�achengraphen gespeichert. Hierf�ur er-zeugt man zun�achst einen zu F1 isomorphen Fl�achengraphen F2 . F�ur diesensoll gelten: F2 := fgjg = co(f [ pk+1); f ist eine Fl�ache aus F1gAnschlie�end eliminiert man aus F1 und F2 die Fl�achen, die in der konve-xen H�ulle der Punkte p1; : : : ; pk+1 nicht mehr vorkommen. danach wird derFl�achengraph F2 als Sohn des Wurzelknotens von F1 angeh�angt. Um dieFl�achen zu bestimmen, die in F1 und F2 gel�oscht werden k�onnen, �uberlegenwir uns Folgendes:1. Im Fl�achengraph F1 gibt es Fl�achen, die zwar die konvexe H�ulle derPunkte p1; : : : ; pk charakterisieren, jedoch nicht die konvexe H�ulle derPunkte p1; : : : ; pk+1 . Diese sind aus F1 zu entfernen. Dazu betrachtetman die i-Fl�achen f ij (i; j 2 N). Aufgrund von 4.3.1.(1) mu� eine Fl�achef ij eliminiert werden, falls die a�ne H�ulle jeder Facette, die die Fl�ache f ijbeinhaltet, den Raum so in zwei Halbr�aume teilt, da� der Punkt pk+1 undeinige Fl�achen der konvexen H�ulle der Punkte p1; : : : ; pk in verschiedenenHalbr�aumen liegen. (*)Wie leicht mit Hilfe eines kurzen Widerspruchsbeweises zu sehen ist, giltnachfolgendes Lemma:Lemma 4.3.5: Sei P ein Polytop und p 2 Rn.Seien f und g Fl�achen aus P mit f � g . Giltf 6� co(P [ p);



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 84so folgt: g 6� co(P [ p): 3Hiermit ist sichergestellt, da� zum einen in F1 ganze Teilgraphen und zumanderen in F2 einige Fl�achen gel�oscht werden k�onnen.2. Im Fl�achengraph F2 gibt es Fl�achen, die nicht zur konvexen H�ulle derPunkte p1; : : : ; pk+1 geh�oren. Diese m�ussen aus F2 entfernt werden. Dazubetrachtet man die i-Fl�achen f ij (i; j 2 N) von F1 . Wegen 4.3.1.(2) istdie Fl�ache Co(f ij [ p) zu eliminieren, falls die a�ne H�ulle jeder Facette,die die Fl�ache f ij beinhaltet, den Raum so in zwei Teilr�aume teilt, da� diePunkte p1; : : : ; pk+1 alle im gleichen Halbraum liegen. (**)Umwiederum sicherzustellen, da� ganze Teilgraphen gel�oscht werden k�on-nen, ben�otigen wir das folgende Lemma, das mit Hilfe eines Widerspruchs-beweises leicht gezeigt werden kann:Lemma 4.3.6: Sei P ein Polytop und p 2 Rn.Seien f und g Fl�achen aus P mit f � g . Ist nunco(f [ p) 6� co(P [ p)erf�ullt, so folgt co(g [ p) 6� co(P [ p):Beispiel 4.3.7: Wir betrachten nocheinmal die Punktemenge aus Beispiel 4.3.4und erg�anzen den Punkt p5 . Somit haben wir folgende Situation:s ss aaaaa




aaaaaa,,,,,sp4 p1 p2p3sAAAA �� �� ��p5Wollen wir nun den Fl�achengraph bestimmen, der die konvexe H�ulle der Punktep1; : : : ; p5 darstellt, so ergibt sich aus dem Fl�achengraph F1 aus Beispiel 4.3.4zun�achst durch Anwendung der Transformationsvorschrift der folgende GraphF2 :



Kapitel 4. Ermittlung konvexer H�ullen im IRn 85s s s ssss s sp5co(p1; p5) co(p2; p5) co(p3; p5) co(p4; p5)co(p3; p4; p5) co(p1; p4; p5)co(p2; p3; p5)co(p1; p2; p5) \\\\����!!!!!!!!! aaaaaaaaa,,,,,,,,,,,, ,,,,,,XXXXXXXXXXXXXXXXXXL�oscht man in den Graphen F1 und F2 die redundante Information, wie in (*)und (**) angegeben, und verbindet diese beiden wie oben erl�autert, so resultiertder Graph F . Dieser repr�asentiert die konvexe H�ulle der Punkte p1; : : : ; p5 .
co(p1; p2; p5)s s s ssss s sp5co(p2; p5) co(p3; p5) co(p4; p5)co(p3; p4; p5) co(p1; p4; p5)co(p2; p3; p5)����aaaaaaaaas s sss s s s sQQQQQQQ������ ����������������� ��������������PPPPPPPPPPPP���� ���� ,,���� �� �� ��� ;p4p3p2p1 co(p1; p5)�� @@ee ���� ##�� ## ��``````̀̀̀ `̀̀̀` ` ` ` ` ` ` ` ` ``` ` ` ` ` `co(p1; p4)co(p1; p2)co(p2; p3)co(p3; p4)Die gestrichelten Kanten sind aufgrund von (*) und die punktierten Kantenwegen (**) gel�oscht worden.Nach [13] gilt f�ur den Ansatz von KALLAY folgende Laufzeitabsch�atzung:Satz 4.3.8: Wird die konvexe H�ulle einer N-elementigen Punktemenge des Rdmit dem Algorithmus von Kallay bestimmt, so ben�otigt man daf�ur eine Zeitauf-wand von O(N b d2 c+1) . 3Bemerkung: Will man mit obiger Technik die konvexe H�ulle einer Punkte-menge aus der Ebene bestimmen, so ben�otigt man hierf�ur einen Aufwand vonO(N2). Somit ist diese Methode im zweidimensionalen Fall nicht optimal.



Anhang ADas Programm GRAHAMM�ochte der Anwender die Eckpunkte einer konvexen H�ulle einer endlichen An-zahl von Punkten mit Hilfe der vorliegenden Routinen bestimmen, so hat erFolgendes zu wissen:1. Ben�otigte Files:� graha1.c� graham.h� numerik.c2. Realisierung:Zur L�osung des Problems wurde der Algorithmus von Graham implemen-tiert.3. Spezi�kation:Im File graha1.c be�ndet sich die Steuerfunktion "graham abtastung\.Sie hat folgende Gestalt:int graham abtastung (dim,koord,anz p) int dim;sPUNKT **koord;int anz p;Der sPUNKT-Struktur liegt folgender Aufbau zugrunde:struct point f double x;double y;g 86



Anhang A. Das Programm GRAHAM 87Sie geht aus dieser mittels der Typde�nitiontypedef struct point sPUNKT ;hervor. Die Struktur sPUNKT dient zur internen Repr�asentierung vonPunkten aus der Ebene. Die Struktur wird im File graham.h de�niert.4. Parameter:dim INTInput: Dimension des ProblemsOutput: unver�andertkoord sPUNKT ***Input: Adresse eines Feldes mit Elementen vom Datentyp sPUNKT,in denen die Punkte gespeichert sind, von denen man dieEckpunkte der zugeh�origen konvexen H�ulle bestimmenm�ochte.Output: Adresse eines Feldes mit Elementen vom Datentyp sPUNKT,in dem nur die Eckpunkte der konvexen H�ulle aller zu Beginngegebenen Punkte hinterlegt sind.anz p INT *Input: Adresse eines Integerwertes, der angibt, wieviele Punktein dem Feld, auf das koord zeigt, zu Beginn gespeichert sind.Output: Adresse eines Integerwertes, der die Anzahl der Eckpunkteder bestimmten konvexen H�ulle angibt.5. Literatur:Franco P.Preparata, Michael lan Samos:Computational Geometry - An Introduction; Springer Verlag; Berlin, Hei-delberg, New York; 19856. Erforderliche Unterprogramme:keine7. Hilfsroutinen:� void allocate liste (daten,anz) DATES ***daten;int anz;� int fuell liste (daten,koord,anz) DATES ***daten;sPUNKT **koord;int anz;



Anhang A. Das Programm GRAHAM 88� int best in punkt (daten,anz) DATES **daten;int anz;� void trafo punkte (daten,anz) DATES **daten;int anz;� void vor sort (daten,anz) DATES **daten;int *anz;� void qsort (daten,anz,width,fcomp) void * daten;int anz;int width;int (*fcomp)(void*,void*);� void gen liste (daten,anz) DATES **daten;int anz;� int get one edge (daten,anz) DATES **daten;int anz;� void graham scan (daten,anz) DATES **daten;int anz;� void find rand (daten,anz) sPUNKT ***daten;int *anz;Die Bedeutung der Funktionen sowie deren Parameter sind im Quellcodegraha1:c dokumentiert. Der Struktur DATES liegt folgender Aufbau zu-grunde:struct dates f double x pos;double y pos;double range;double angle;int is edge;gAus der Struktur dates erh�alt man verm�ogetypedef struct dates DATES;obige Struktur. Sie wird zur Realisierung einer einfach verketteten Listesowie bei der Sortierung der Punkte aus der Ebene nach den Sortierkrite-rien "polarer Winkel und Entfernung zum Ursprung\ ben�otigt.8. Beispiel:Wir m�ochten die Eckpunkte der konvexen H�ulle all der Punkte bestim-men, die in dem File daten:dat zeilenweise gespeichert sind. Diese sollenin ein File mit Namen result:dat geschrieben werden. Der File daten:dat



Anhang A. Das Programm GRAHAM 89hat folgenden Inhalt:0.0 0.01.0 0.01.0 1.00.0 1.00.5 0.5Das zugeh�orige c-File myprog:c sieht wie folgt aus:#include "graham.h"/* wird zur Definition der Struktur sPUNKT benoetigt */main (){sPUNKT **koord;int anzahl;lies_info2("daten.dat",&koord,&anzahl);graham_abtastung(2,&koord,&anzahl);print_points_to_file("result.dat",koord,anzahl);return;}Be�nden sich die Files graha1:c und graham:h im aktuellen Verzeichnis,so mu� zun�achst im Header�le graham.h die Variable GRAHAM mit#define GRAHAMgesetzt werden. Mit Hilfe des UNIX-Utility MAKE und dem folgendenMake�le erhalten wir ein ausf�uhrbares Programm myprog :myprog: graha1.o myprog.o numerik.o graham.h; \cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -g -o myprog graha1.o myprog.o numerik.o -lmgraha1.o: graha1.c graham.h ; cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -c -g graha1.cmyprog.o: myprog.c graham.h ; cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -c -g myprog.cnumerik.o: numerik.c ; cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -c -g numerik.cNachdem man das Programm myprog ausgef�uhrt hat, sieht das Fileresult:dat folgenderma�en aus:1.000000000000000 1.0000000000000000.000000000000000 1.0000000000000000.000000000000000 0.0000000000000001.000000000000000 0.0000000000000001.000000000000000 1.000000000000000



Anhang A. Das Programm GRAHAM 90Der erste Punkt wurde amEnde des Files nocheinmal abgespeichert, damitman mit Hilfe von GNUPLOT die berechnete konvexe H�ulle geschlossenzeichnen kann.Bemerkung: In der Grahamschen Abtastung mu� der Wert einer Determi-nanten ermittelt werden, um innere Punkte der konvexen H�ulle bestimmen zuk�onnen. Diese kann entweder mit der Sarrus-Regel berechnet werden oder mit-tels einer QR-Zerlegung. Die zuerst angegebene Methode wird benutzt, falls dieVariable SARRUS REGEL im Header�le mit#define SARRUS_REGELde�niert ist. Ist dies nicht der Fall, so wird eine QR-Zerlegung nach Householderangewandt, um die Determinante zu berechnen. 3



Anhang BDokumentation zum ProgrammAUMANNM�ochte der Anwender Aumann-Integrale approximieren bzw. die Approximie-rungsverfahren analysieren, so mu� er Folgendes wissen:1. Ben�otigte Files:� graha1.c� numerik.c� aumann.c� func.bsp.c� func.h� graham.h2. Realisierung:Zur Approximation von Aumannintegralen wurden Summenformeln ver-wendet, �ahnlich wie bei gew�ohnlichen Integralen. Es wurden folgendeAns�atze implementiert:� Treppenregel� Trapezregel� Simpsonregel3. Spezi�kation:Im File aumann:c be�nden sich die Steuerfunktionen Aumann integralund Aumann integral2. Sie haben folgende Gestalt:void Aumann integral (bsp nr,dim,a,b,F p,f dim,N,res,anz p,verf nr,konv huelle)int dim,f dim,N,*anz p,verf nr;91



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 92/> int bsp nr; double a,b;sPUNKT ***res;void (*F p);int (*konv huelle);bzw.void Aumann integral2 (bsp nr,dim,a,b,F p,f dim,N,res,anz pverf nr,oldN,oldFeh,kosten p,konv huelle)int bsp nr,dim,f dim,N,*anz p,verf nr,oldN;double a,b,oldFeh;sPUNKT ***res;void (*F p);int (*konv huelle);double (*kosten p)();Die Funktion Aumann integral berechnet lediglich die Ecken einer ap-proximierenden Menge f�ur ein Aumannintegral, w�ahrend die FunktionAumann integral2 Information �uber die Konvergenzordnung, die An-zahl der Eckpunkte der approximierenden Menge sowie ein Ma� f�ur denben�otigten Zeitaufwand ermittelt.4. Parameter:Die Beschreibung der Parameter kann aus dem Quellcode von aumann:centnommen werden.5. Literatur:keine6. Erforderliche Unterprogramme:keine7. Hilfsroutinen:� void alloc points (points,anz) sPUNKT ***points;int anz;� void mengen add (m1,anz1,m2,anz2,m3 p,anz3 p) sPUNKT **m1,**m2;sPUNKT ***m3 p;int anz1,anz2;int *anz3 p;� int scal menge (scal,points,anz) double scal;sPUNKT **points;int anz;



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 93� void free points (points,anz) sPUNKT **points;int anz;� void schr res2 (bsp nr,nr,N,anz,auf,feh,ord) int bsp nr,nr,N,anz;double auf,feh,ord;� void print points2 (bsp nr,daten,anz,su�,vernr,N,ind) sPUNKT ** daten;int anz,ind,N,vernr;int bsp nr;char su�[4];8. Allgemeine Hinweise:M�ochte der Anwender Aumannintegrale mit den hier implementieren Me-thoden approximieren, so mu� er zuvor folgende Arbeitsschritte durch-f�uhren:(a) Die Variable GRAHAM darf imHeader�le graham:h nicht de�niertsein.(b) Im HOME-Verzeichnis des Benutzers mu� ein Verzeichnis mit NamenResults angelegt werden. Be�ndet man sich im HOME -Verzeichnis,so kann man dieses Verzeichnis mit Hilfe des UNIX-Befehlsmkdir Resultseinrichten. Dieser Arbeitsschritt mu� nur einmal durchgef�uhrt wer-den.(c) Der Anwender mu� in einem File der Formbsp < bsp nrf4g > :refInformation �uber eine Referenzmenge zur Verf�ugung stellen. Da-bei bezeichnet < bsp nrf4g > die vierstellige Beispielnummer. DieEckpunkte der Referenzl�osung m�ussen zeilenweise in dem File ein-getragen sein. Diese Information kann der Anwender entweder wieweiter unten beschrieben bereitstellen, oder er kann diese mit Hilfeeines anderen Programmes berechnen.9. Beispiel:Wir wenden die implementierten Approximationsverfahren auf das Inte-gral bZa F (t)dt = 1Z0 � sin(t)cos(t) � [�1; 1] dtan. Es soll zu diesem Beispiel eine Tabelle erzeugt werden, die in Abh�angig-keit von einem vorgegebenen Approximationsverfahren und einer Folgevon Diskretisierungsparametern Auskunft �uber folgende Punkte gebensoll:



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 94� Anzahl der Eckpunkte der berechneten N�aherungsl�osung� ein Ma� f�ur den ben�otigten Rechenaufwand� Genauigkeit der N�aherungsl�osung; dazu wird der Hausdor�abstandzu einer Referenzl�osung bestimmt� Ordnung des gew�ahlten ApproximationsverfahrensF (t) wird o�ensichtlich durch die beiden Punkte p0(t) = (�1:0)� sin(t)cos(t) �und p1(t) = (1:0)� sin(t)cos(t) � bestimmt. Die Information wird in zweiPunkten vom Datentyp sPUNKT gespeichert. Dazu erg�anzen wir im Filefunc:bsp:c :void F1(dim,t,pkt) double t;int dim;sPUNKT ** pkt;{pkt[0]->x=(-1.0)*(sin(t));pkt[0]->y=(-1.0)*(cos(t));pkt[1]->x=(1.0)*(sin(t));pkt[1]->y=(1.0)*(cos(t));return;}Wir bezeichnen die Funktion mit F1, um anzudeuten, da� diese Funktiondie erste Funktion ist, die wir betrachten.In dem File func:h erg�anzen wir den Prototypen der Funktion F1:void F1 (int,double,sPUNKT**);Im File aumann:c f�ugen wir in der switch-Anweisung der main-Funktionfolgende Zeile ein:case 1 : Aumann_integral2 (bsp_nr,2,0.0,2*M_PI,F1,2,N,&res,\&anz,ver,&oldN,&oldfeh,kosten,graham_abtastung);Nachdem auf diese Weise die Files aumann:c , func:h und func:bsp:cge�andert worden sind, erhalten wir mit Hilfe des MAKE-Utilities undfolgendem Make�le ein ausf�uhrbares Programm:aumann: graha1.o numerik.o aumann.o fkts.bsp.o func.h graham.h; \cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -g -o aumann graha1.o aumann.o \numerik.o fkts.bsp.o -lmgraha1.o: numerik.c graha1.c graham.h; \



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 95cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -c -g graha1.caumann.o: aumann.c graham.h func.h; \cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -c -g aumann.cfkts.bsp.o: fkts.bsp.c ; \cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -c -g fkts.bsp.cnumerik.o: numerik.c; \cc -Aa -D_HPUX_SOURCE -c -g numerik.cIm Anschlu� daran k�onnen wir das ausf�uhrbare Programm aumann star-ten. Bei der Frage, welche Beispielnummer abgearbeitet werden soll, gebenwir eine 1 ein. Als Verfahrensnummer wird eine Zi�er zwischen 1 und 3eingegeben. Dabei haben die Zi�ern folgende Bedeutung:Zi�er angewandte Approximationsmethode01 Treppenregel02 Trapezregel03 SimpsonregelSolange nun ein Diskretisierungsparameter gr�o�er Null eingegeben wird,wird f�ur den jeweiligen Parameter eine Zeile in der Tabelle hinzugef�ugt.Diese hat f�ur die Iterationsfolge (4,8,10,16) bei Verwendung der Simpson-regel folgendes Aussehen:Disk.Par. Ecken Aufwand Fehler Ordnung0004 0004 177.45 0.000570052178 ||||{0008 0004 354.89 0.000036410923 ||||{0010 0004 443.61 0.000014953226 3.9882027899560016 0004 709.78 0.000002288212 3.992078978935Die erstellte Tabelle wird nicht am Bildschirm ausgegeben. Die Datenwerden im Verzeichnis $HOME/Resultsin ein File der Formf<Beispielnummerf4g><Verfahrenskennzi�erf2g> .infabgelegt. Die Zi�er in fg-Klammern gibt die Zahl der ausgegebenen Stel-len an. Falls die Variable TEX im File graham:h de�niert wird, wird imgleichen Pfad ein File mit Namenf<Beispielnummerf4g><Verfahrenskennzi�erf2g> .tex



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 96angelegt. Die dort abgespeichert Information kann mittels des input-Befehls als Tabelle in ein LATEX-File eingebunden werden. Dazu mu�im File graham:h im Abschnitt notwendigeDefinitionen die VariableTEX wie folgt de�niert werden:#define TEXM�ochte man die Tabelleninformation als ASCII-File abspeichern, so mu�die entsprechende Zeile gel�oscht oder auskommentiert werden.Das Programm erm�oglicht es dem Anwender, die berechneten Mengenzu visualisieren. Es werden mit Hilfe des Gra�kpaketes GNUPLOT Bil-der erzeugt, die eine Auskunft dar�uber geben, welche Mengen bei einergew�ahlten Mengensummationsformel bei der i-ten Mengensummation ad-diert werden und welche Menge hieraus resultiert. Es entstehen dabeiBilder, in denen drei Mengen dargestellt sind.Nehmen wir an, wir h�atten eine Summationsformel der FormNXi=0 cico(F (ti)) (ci 2 R+0 ; i = 0; : : : ; N )gew�ahlt. So stellt f�ur j 2 f1; : : : ; Ng eine Menge die MengeAj := j�1Xi=0 cico(F (ti))dar. Die Zweite die Menge Bj := cjco(F (tj))und die Dritte stellt das Ergebnis der MengensummationCj := jXi=1 cico(F (ti))dar. Wieviele Bilder erzeugt werden, legt der Anwender durch De�nitionder Variable MAX PICT im File graham.h in der Sparte notwendigeDefinitionen fest. Sind der Wert der Variable MAX PICT und der Dis-kretisierungparameter identisch, so wird f�ur jeden Summationsschritt In-formation f�ur ein Bild in einem File gespeichert. Beispielsweise wird mit#define MAX_PICT 10



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 97festgelegt, da� h�ochstens zehn Bildinformations�les angelegt werden sol-len. Entspricht der Wert von MAX PICT dem Diskretisierungsparame-ter, so wird zu jeder Mengensummation, die bei Anwendung einer Sum-mationsformel statt�ndet, ein entsprechendes File angelegt und das zu-geh�orige Bild angezeigt. Die Eckpunkte der jeweils berechneten MengenAj; Bj ; Cj (j = 1; : : : ; N ) werden im Verzeichnis$HOME/Resultsin Files der Formkon<bsp nrf4g> .< it schrf4g.<verf nrf2g> .<dis parf4g> .<suff3g>abgespeichert. Dabei gelten die folgenden Abk�urzungen:Abk�urzung Bedeutungbsp nr Beispielnummerit schr Iterationsschrittverf nr Verfahrenskennzi�erdis par Diskretisierungsparametersuf Su�xF�ur die Su�xe gilt folgender Schl�ussel:Su�x Dargestellte Mengeold A jadd B jges C jM�ochte der Anwender eine Folge von Bildern erzeugen und betrachten, somu� er im File graham:h noch die folgenden �Anderungen durchf�uhren:(a) Die Variable SCHR BILD mu� mit#define SCHR_BILDgesetzt werden.(b) Die Variable MAX PICT mu� wie oben angegeben de�niert werden.(c) Die Variable MAX TIME gibt an, wie lange in Sekunden ein erzeug-tes Bild von GNUPLOT auf dem Bildschirm angezeigt werden soll.Sie kann den eigenen Bed�urfnissen entsprechend gesetzt werden. ZumBeispiel bewirkt die De�nition#define MAX_TIME 5, da� jedes Bild f�ur f�unf Sekunden auf dem Bildschirm erscheint.



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 98Nachdem die angegebenen �Anderungen im Quellcode durchgef�uhrt wor-den sind, mu� mit Hilfe des MAKE-Utilities ein ausf�uhrbares Programmaumann wie oben angegeben erzeugt werden.Wurde das Programm aumann aufgerufen und die abgefragten Werte ein-gegeben, so wird von diesem Programm das File plot:hlp erzeugt. Dieseswird im aktuellen Verzeichnis angelegt. Es beinhaltet zeilenweise plot-Anweisungen f�ur das Programm GNUPLOT . Mit Hilfe der Hilfsdateienplo1:hlp und plo2:hlp sowie des UNIX-Befehlscat plo1.hlp plot.hlp plo2.hlp >plo.gnukann der Anwender ein GNUPLOT-Skript plo:gnu erzeugen. Wird GNU-PLOT zusammen mit diesem Skript aufgerufen, so werden die einzelnenBilder am Bildschirm (oder in ein File) ausgegeben.Nun kann das folgende Shell-Programm showpic1 benutzt werden, umzum einen mit Hilfe des Programms aumann die ben�otigten Bildinforma-tionen in entsprechenden Files zu speichern und zum anderen die Bilderanzuzeigen:aumanncat plo1.hlp plot.hlp plo2.hlp >plo.gnugnuplot plo.gnuDaf�ur m�ussen folgende Hilfsdateien im aktuellen Verzeichnis stehen:� plo1.hlp� plo2.hlpSoll die Ausgabe der Bilder nicht auf den Bildschirm erfolgen, so mu�im Header�le die Variable SCHR BILD und zus�atzlich die VariableSCHR BILD TEX mit#define SCHR_BILD#define SCHR_BILD_TEXgesetzt sein. Anschlie�end mu� das Programm aumann | wie oben an-gegeben | durch Compilierung aktualisiert werden. Mit Hilfe des Shell-Skriptes mkpspic wird nun der gesamte Programmablauf gesteuert. Die-ses sieht wie folgt aus:aumanncat plo3.hlp plot.hlp >plo.gnugnuplot plo.gnuUm dieses Shellskript ablaufen zu lassen, m�ussen nachfolgende Hilfsda-teien im aktuellen Verzeichnis stehen:



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 99� plo3.hlpNun kann dieses Skript gestartet werden. Der Anwender wird darauf-hin nach der Beispielnummer, der Verfahrenskennzi�er und einmal nacheinem Diskretisierungsparameter gefragt. Danach wird zun�achst das Fileplot:hlp erzeugt und anschlie�end mittels des cat-Befehles ein GNUPLOT-Steuerskript erzeugt. Nach einem Aufruf des Programms GNUPLOT be-�nden sich im Verzeichnis $HOME=ResultsEPS-Files mit Namenbild<bsp nrf4g> .< it schrf4g> .<verf nrf2g> .<dis parf4g> .ps .Diese k�onnen in LaTEX-Texte als EPS-Gra�ken eingebunden werden.Zus�atzlich besteht die M�oglichkeit, zu einer Folge von Diskretisierungs-parametern jeweils die zugeh�orige berechnete approximierende Menge amBildschirm anzeigen zu lassen. Zur Visualisierung der Mengen wird dasProgrammGNUPLOT verwendet. Hierzu mu� im Header�le die VariableSCHR BILD APP mit#define SCHR_BILD_APPde�niert werden. Nachdem das Programm aumann compiliert wurde,starten wir das Shellskript showpic1. Der Anwender wird nun wieder auf-gefordert, die Nummer des zu betrachtenden Beispiels sowie die Kennzi�erdes ausgew�ahlten Verfahrens einzugeben. Anschlie�end wird solange nacheinem neuen Diskretisierungsparameter gefragt, bis hierf�ur ein Wert klei-ner oder gleich Null eingegeben wird. Nach der letzten Eingabe wird amBildschirm eine Folge von Bildern angezeigt, die zu einem gegebenen Dis-kretisierungsparameter N die zugeh�origen berechneten N�aherungsl�osun-gen darstellen. Wieviel Zeit jeweils zwischen angezeigten Bildern verstrei-chen soll, kann der Anwender durch De�nition der Variable MAX TIMEim Header�le graham:h angeben. Die De�nition#define MAX_TIME 2bewirkt beispielsweise, da� jedes Bild zwei Sekunden lang am Bildschirmangezeigt wird.M�ochte der Anwender die Bildinformation nicht am Bildschirm ausgeben,sondern ausdruckbare EPS-Files erzeugen, so kann er dies wie oben mitHilfe des Shell-Skripts mkpspic erreichen: Hierf�ur m�ussen nachfolgendeHilfsdateien im aktuellen Verzeichnis stehen:



Anhang B. Dokumentation zum Programm AUMANN 100� plo3.hlpNun mu� der Benutzer im Header�le graham:h die VariableSCHR BILD APP TEX mit#define SCHR_BILD_APP_TEXde�nieren. Nachdem der Anwender das ausf�uhrbare Programm aumannerzeugt hat, das Shellskript mkpspic gestartet hat und die abgefragtenWerte eingegeben hat, werden im Verzeichnis$HOME/ResultsEPS-Gra�k�les angelegt. Diese k�onnen als EPS-Gra�ken in LaTEX-Doku-mente eingebunden werden. Die Dateien haben die Formapp<bsp nrf4g> .<verf nrf2g> .<dis parf4g> .ps .M�ochte der Anwender lediglich eine Referenzl�osung f�ur ein Aumanninte-gral mit Hilfe eines der drei implementierten Methoden berechen lassen,so mu� er im Header�le graham:h die Variable MK REF LOE mit#define MK_REF_LOEde�nieren. Nach der Compilierung der C-Files mit Hilfe des MAKE-Utilities und nach dem Aufruf des ausf�uhrbaren Programmes grahamwird der Benutzer nach der Kennzi�er der Methode, mit der eine N�ahe-rungsl�osung berechnet werden soll, sowie nach dem Diskretisierungspara-meter gefragt. Anschlie�end wird die approximierende Menge bestimmt,die Koordinaten der Eckpunkte sortiert und zeilenweise in einem File derFormkon<bsp nrf4g> .< it schrf4g.<verf nrf2g> .<dis parf4g> .refabgespeichert. Soll dieses File nicht angelegt werden, so ist die De�nition#define MK_REF_LOEim Header�le zu l�oschen.
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